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Pipelined addition numbers with a master
process and ring configuration
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Sorting Numbers
A parallel version of insertion sort.
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Pipeline for sorting using insertion sort
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The basic algorithm for process P; is

recv (&number, B_,);
if (number > x) {
send (&x, P ,q1);
X = number;

} else send(&number, P,q);

With n numbers, how many the ith process is to accept is known; it
is given by n — i. How many to pass onward is also known; it is given
by n — i — 1 since one of the numbers received is not passed

onward. Hence, a simple loop could be used.
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Insertion sort with results returned to the master
process using a bidirectional line configuration
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Algoritmo CGM para Ordenacio com [l

Insercao

Input: (1) O nimero p de processadores; (2) O niimero
i do processador, onde the 0 < i < p—1; e (3) Um

conjunto de n nimeros distintos, S = {s, s1, . .

Output: 5" = {s{,s},...,s, 1}, onde s, ; < 5.
1: if ¢+ =0 then

2 leia So = {50,581, -, Sn/p-1};

3: S, < Ordene(S));

4: else

5 Sy — 0

6: end if

7. for 1 <k<p—-—1do

8 if 1 =0 then

9 leia S = {S;m/p, Skn/p+1s - - - s S(k;+1)n/p—1};

10: S). < Ordene (S, ,;US}.);

. Sn—l}-




/ / / .
11: Ry, — Sn/p’ Sn/p—i—l’ Tt S2n/p—17
/ / / / .
12: Sk<—50,51,...,5n/p_1,
13: send (R, P) ;
14: end if
15 if ¢ # 0 then
16: receive (R, P,_1) ;
17 S}, «— Ordene(S; ;U Ry);
/ / / .
18: Rk — Sn/p’ Sn/p—H’ T S2n/p—17
/ / / / .
19: Sk<_50>51>--->3n/p—1’
20: end if
21: if ¢ # p— 1 then
22: send (R, P 1) ;
23: end if

24: end for




Algoritmo CGM para Ordenacao com
Insercao - Comentarios

e Entrada de n/p nimeros cada vez, ao invés de um ni-
mero por processador.

e Requer O(p) rodadas de comunicacao.

e Computacao local em cada rodada: ordenar n/p ni-
meros.

e Portanto O(%log 2)=0("%") (em cada rodada).
p o Op p

e A computagao local total (considerando O(p) rodadas)
é O(nlogn) (igual a complexidade seqiiencial).




Caracteristicas da computacao “pipeline”

e A ordenacao por insercao ¢ um exemplo de computa-
cao sistoélica ou “pipeline”.

e Computacao prossegue em frente de ondas.

e E interessante por levar em conta a Entrada e Saida
dos dados.

e Tem a vantagem de exigir comunicacao com poucos
vizinhos.

e No inicio e no final (quando o pipeline esta sendo pre-
enchido) poucos processadores trabalham.




Ordenacao por Particao ou “Bucket Sort”

e Nao é baseado no paradigma de comparar e trocar de
POSICA0.

e Usa uma operacao importante: divisao.

e Supoe que numeros a serem ordenados estao unifor-
mente distribuidos dentro de um intervalo de 0 a a — 1.




Idéia do Bucket Sort

Particionar os nimeros (uniformemente distribuidos em
0,a — 1]) em m intervalos (buckets).

Os buckets sao portanto de

edelOa - —1,

2a

ede > a=—1,

SEINERIE

e de a——l etc.

Com a suposicao de distribuicao uniforme no intervalo
0,a — 1], a quantidade de niimeros dentro de cada bucket
sera aproximadamente igual.

Cada partigao é entao ordenada. (Novamente sub-buckets
podem ser usados, dentro do paradigma de divisao e con-
quista.)




Como Particionar em Buckets

Para cada niimero deve-se decidir a que bucket ele per-
tence.

Isso pode ser feito com comparacoes do niimero com os
extremos de cada bucket até achar o bucket correto.

Mas o melhor é usar uma divisao.

Sejam m buckets. O nimero r sera colocado no bucket
X

La7m ]

Se m é uma poténcia de 2, e.g. m = 2*, entao a divisao re-
sume em escolher os k bits mais significativos do niimero
binario z.

Por exemplo: m = 2* =8. O ntiimero = = 1100101 é colocado
no bucket 110 (3 bits mais significativos de z).




Bucket Sort Seqiiencial

Dados n niimeros a serem ordenados, o particionamento
em buckets leva tempo O(n).

Cada ordenagao do bucket leva tempo O(log ™).

Portanto para ordenar todos os m buckets: O(m-log ™) =
O(nlog ™).

O tempo total sera O(n + nlog ™).

Se fizermos k = - = constante, entao o Bucket Sort leva
tempo O(n).

Lembrete: é necessario ter distribuicao uniforme dos ni-
meros e o uso da divisao.




Bucket Sort Paralelo

Considere p processadores cada um com memoria local
O(n/p).

Usamos m = p buckets correspondentes aos p processado-
res.

Supondo a distribuicao uniforme dos niimeros no inter-
valo 0 a a — 1, temos aprox. n/p nimeros em cada bucket,
portanto cada bucket cabe num processador.

Bucket i corresponde ao processador 7, 0 <1 <p—1.




Bucket Sort

Input: (1) Vetor A de n elems. (2) p processadores py, p1, . . .,
pp—1- (3) Elementos de A distribuidos entre os p pro-
cessadores (n/p elem. por processador).

Output: Todos elementos ordenados dentro de cada pro-
cessador e por processador, i.e. se ¢ < j, entao os
elementos em p; sao menores que os de p;.

1: Compute MAX e MIN de A; B=(MAX — MIN)/p;

2: Compute um conjunto divisor D = {MIN + B, MIN +
2B,...,MIN + (p — 1)B};

3: Particionar os elementos de p; em buckets B‘g de acord
com D;

4: send(B!,p;);

5: receive(B,p;));

6: Ordene U?;(l] B! = BjUBj...B,




Algoritmo CGM Bucket Sort

Cada processador tem inicialmente n/p niimeros. Cada
processador determina os buckets (0 a p — 1) de seus ni-
meros.

Cada processador i envia os seus numeros do bucket j ao
processador j. Recebe por sua vez de outros processado-
res os nimeros do bucket .

Cada processador ordena seus nimeros. (O processador
0 tera os menores nimeros, o processador 1 tera os pro-
ximos menores, etc.)

e Rodada de comunicacao: constante.

nlogn
p )-

e Lembre-se da suposicao de distribuicao uniforme da
entrada.

e Computagao local: O(7log?) = O(




Ordenacao Bitonica

Seqiiéncia bitonica: uma seqiiéncia de niimeros (s, sy, . . .,
Sn—1) que cresce (decresce) monotonicamente, atinge um
tinico maximo (minimo), e entao decresce (cresce) mono-
tonicamente:

s—0<81<...<8.1<8 >8j41>819>...>8,.9> 8,1,
0<i1<n

Também é bitonica se existe um deslocamento ciclico o
de (0,1,...,n —1) tal que a seqiiéncia (s,(0), So(1); - - - » So(n—1))
satisfaca a condicao anterior.

Obs: seqiiéncias bitonicas podem ser formadas pela con-
catenacao de uma seq. em ordem crescente (decrescente)
e outra em ordem decrescente (crescente).

Exemplo:
25798430




Propriedade de “Split” Bitonico

Dada uma seqiiéncia bitonica de niimeros distintos (s, s1, . . .,
Sn—1), entao as seqiiéncias

Smin = (min{sg, sz}, min{sy, sp,1},...,min{sn_1,s, 1} e

Smaz = (max{so, s3 }, max{sy, sny1}, ..., max{sn 1,8, 1}

sao também bitonicas e, mais ainda, todos os elementos
de S5,,;, sao menores que todos os elementos de 5,,,;.-

Exemplo: a seqiiéncia bitonica
25798430

T T

produz

Smin = (2,4,3,0) e

Smax — (8, 5, 7, 9).




Ordenacao de uma Seqiiéncia Bitonica
Podemos ordenar uma seqiiéncia bitonica

(80, S1y. .y Sn—l)

usando sucessivos splits bitonicos. Exemplo:

Passo Flementos

0 257984320
7 T

1 24308579
7 T T T

2 20347589
TT T 1T 1T 1T117

3 02345789

® Isso funciona para ordenar uma seqiiéncia bitonica.

e Pergunta: para ordenar uma seqiiéncia de niimeros quaisquer (nao bito-

nica), como transforma-la em seqiiéncia bitoénica?




Transformar uma Seqiiéncia Qualquer e
em Bitonica
Seja uma seqiiéncia de 8 niimeros (s, 1, S2, 3, S4, S5, S, S7)-
e Ordene pares de nimeros e produza
(s, s]) crescente e (s}, s5) decrescente;
(s}, s5) crescente e (s, %) decrescente.
e Ordene a seqiiéncia bitonica (s, s, s, s5) em ordem cres-
cente. Ordene a seqiiéncia bitonica (s, sz, si, s7) em or-
dem decrescente

Temos entao uma seqiiéncia bitonica de 8 elementos:

Passo Elementos

0 8 3479205
1 38742950
2 34785920
3 34789520




Complexidade da Ordenacao Bitonica

A ordenacao bitonica de uma seqiiéncia qualquer de n
nimeros leva tempo O(log”n).

Algoritmo CGM: a ordenacao bitonica nao é muito ade-
quada para implementar no CGM.

Inicialmente cada processador pode ordenar seqiiencial-
mente seus n/p nimeros. Para implementar a ordenagao
biténica sao necessirias O(log” p) rodadas de comunicacao.
(Conferir isso.)







Split Sort ou Ordenacao usando Sepa-
radores

Bucket Sort precisa da hipétese da distribuicao uniforme
dos niimeros de entrada. Senao cada bucket teria quan-
tidade diferentes de niimeros.

Split Sort funciona para qualquer distribuicao de ntime-
ros, pois a construcao dos buckets usa os splits ou sepa-
radores.

A mediana é um separador para dividir os nimeros em
duas particoes, os menores a ela e os maiores a ela.

De modo geral, temos os p-quartis (ou p-splitters ou p-
separadores).

Os p-separadores de um conjunto A de tamanho n sao os
p — 1 elementos que dividem A em p particoes de igual
tamanho de n/p nimeros cada.




Split Sort CGM

Input: (1) Um vetor A com n elementos. (2) p processa-
dores py,p1,...,pp—1. (3) Os elementos do vetor A sao
distribuidos entre os p processadores (n/p elementos
por processador).

Output: Todos elementos ordenados dentro de cada pro-
cessador e por processador, ou seja, se 1 < j, temos
que os elementos em p; sao menores que os elementos
pertencentes a p;.

1: Compute um conjunto divisor S = {51,52, .. .,sp_l};

2: broadcast(S,p;);

3: Particionar os elementos de p; em buckets B} de acord
com S;

4: send(B;-,pj);

5. Ordene Bf = BUB!... B!




Algoritmo Seqiiencial para Obter Sepa-
radores

Os separdores (ou p-quartis) podem ser computados seqiien-
cialmente em tempo O(nlogp).

Algoritmo p-quartis:
Input: (1) Um vetor A com n elementos. (2) o niimero p
(niimero de particoes desejadas).
Output: O conjunto A dividido em p-quartis.
1: Compute a mediana de A;
2: Usando a mediana, divida A em dois conjuntos A; e
Ay;
3: Aplique o algoritmo recursivamente, até que p — 1
splitters sejam encontrados;




Algoritmo Paralelo para Obter Separa-
dores

Algoritmo CGM para Obtencao do Conjunto Divisor S:

Input: (1) Vetor A com n elementos. (2) p processadores
Do ---,Pp—1- (3) Cada processador i armazena A; com
n/p elementos de A.

Output: O conjunto A dividido (aproximadamente?) em

p-quartis.

Q); < p-quartis(A4;); (usa o algoritmo sequencial)

send (Q);,po) ;

if =0 then

Q < Ordena(QyUQ...Qp-1);
end if

if + =0 then

S «— p-quartis(Q)
end if

¥ N S T W




Complexidade

Teorema: O algoritmo para a determinacao dos p-quartis
de um conjunto de n elementos é executado no modelo
BSP/CGM com p processadores em O(1) rodadas de co-
municacao e tempo de computacao local de O(%), onde
n> P




Radix Sort para Ordenacao de Inteiros

ag, ay, - .., a, 1 inteiros no intervalo [0, m — 1].

Se m nao é muito grande, use m buckets, um bucket para
cada inteiro de 0 a m — 1.

Distribui os nimeros, colocando o nimero ¢ no bucket <.

Concatene todos os buckets e temos a ordenacao feita.

Obs: a quantidade de nimeros em cada bucket pode va-
riar. Note que quando mais do que um nimero vai para
um mesmo bucket, nao é necessario colocar esses niime-
ros iguais no bucket. Basta a quantidade desses niimeros
que sao todos iguais.




Radix Sort para m grande
Se m é grande, pode usar radix sort por partes.

Considere inteiros com k digitos decimais. Uma forma
simples é fazer radix sort com base em cada digito (come-
cando com o mais signficativo) para separar os ntimeros
em buckets de 0 a 9.

Exemplo: 45, 24, 39, 58, 23, 32, 25, 47, 18, 54, 51, 42, 43
Ordenar pelo primeiro digito:

18 24 39 45 58
23 32 47 54
25 42 51

43

Ordenar pelo segundo digito:

18 23 32 42 51
24 39 43 54
25 45 58

47




Algoritmo CGM de Chan e Dehne

Dados n inteiros no intervalo [0..n¢], para contante c.

e Mistura split sort com radix sort na fase seqiiencial.

e Nao ha nenhuma suposicao quanto a distribuicao dos
numeros.

e p processadores com a restrigao n/p > p*>. (Essa restri-
¢ao pode ser reduzida para n/p > p.)

e Usa 24 rodadas de comunicaao (sendo 6 rodadas com
h=n/p e 18 com h = p na h-relagao).

e Computacao local O(n/p).




Idéia do Algoritmo de Chan e Dehne

Cada processador ordena seus n/p niimeros usando radix
sort.

Cada processador seleciona uma amostra local de p niime-
ros: considera os n/p nimeros ja ordenados e escolhe um
nimero a cada intervalo de n/p.

Cada processador envia a sua amostra local de p niimeros
ao processador P). Note que P, vai receber p’ ntimeros.
Portanto a memodria local deve satisfazer n/p > p°.

P, ordena todos os p’ numeros recebidos usando radix
sort.




Idéia do Algoritmo de Chan e Dehne
(cont.)

P, considera os p’ niimeros ordenados e seleciona uma
amostra global de p nimeros pegando um numero a cada
intervalo de p.

Py envia a amostra global a todos os processadores.

Cada processador P, particiona seus n/p ntimeros em p
buckets B;, B;1,...,Bi,-1. B;; contém valores entre j — 1-
ésima e j-ésima amostra global.

Cada processador P; envia bucket B;; ao P;, para todo j.




Algoritmo CGM de Chan e Dehne

Input: n inteiros no intervalode 1, ..., n" para a constante
fixa ¢, armazenados em p processadores BSP/CGM,
% inteiros por processador. % > p?.

Output: Os inteiros ordenados.

1: Cada processador ordena localmente seus ]% inteiros,
usando o radix sort.

2: Cada processador seleciona de seus inteiros localmente
ordenados, uma amostra (sample) de p inteiros com
ranks i(}%), 0 <7 < p—1. Denominaremos estes inteiros
selecionados como amostras locais. Todas as amostras
locais sao enviadas ao processador P;,. (Note que P,
receberia um total de p? inteiros. Para isso, necessita-

mos que O(2) > p’)




. P, ordena as p’ amostras locais recebidas no Passo
2 (usando radix sort) e seleciona uma amostra de p
inteiros com ranks ip,0 < 7 < p — 1. Chamaremos
estes inteiros selecionados de amostras globais. As
p amostras globais sao enviadas broadcast a todos os

processadores.
: Baseado nas amostras globais recebidas, cada proces-
sador P, particiona seus % inteiros em buckets B; i, .....B;

onde B;; sao os inteiros locais com valores entre o
(j — 1) e j-ésimo elemento das amostras globais.

: Em uma (combinada) h-relagao, cada processador P;, 1 <
+ < p, envia B;; para o processador P;,1 < j < p. Seja
R; o conjunto de inteiros recebido pelo processador
Pj,1<j <p,esejar;=|R].

: Cada processador F;,1 <1 < p, ordena localmente R,
usando radix sort.




7. Uma operacao de balanceamento (balancing shift) que
distribui igualmente todos os inteiros entre os pro-
cessadores sem alterar sua ordem é realizada como
segue: Cada processador F;,1 < ¢ < p, envia r; para
P;. O processador P; calcula para cada P; um vetor
A; de p nimeros indicando quantos de seus inteiros
devem ser movidos para o respectivo processadores.
Em uma h-relagao, todo A; é enviadoa P;,1 < j <p. O
balanceamento é entao executado em uma h-relacao
subseqiiente de acordo com os valores de A;.




