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Ancestral Comum Mais Baixo.

Definicao 1 O ancestral comum mais baixo
(Lowest Common Ancestor - LCA )de dois vértices
u e v de uma drvore com raiz € o vértice w que €
um ancestral de u e v e que estd mais distante da

raiz. Denotamos w = LCA(u,v).

Definicao 2 O problema do ancestral comum
mais baixo consiste em pré-processar uma darvore
com raiz de forma que consultas LCA(u,v), para
quaisquer vértices u e v da drvore, possam Ser

respondidas em tempo sequencial constante.



‘ Range Mim’ma'

Definicao 3 Dado um vetor de n numeros reais

A = (ay,as,...,ay,), definimos

MIN((i,j) = min{a;,...,a;}. O problema de
range minima consiste em pré-processar o vetor
A de forma que consultas MIN (i,j), para qualquer

1 <1< 35 <n, possam ser respondidas em tempo
constante.



Algoritmos Seqﬁenciais'

e O algoritmo para o problema de range minima,
no modelo CGM, utiliza dois algoritmos
sequenciais, que sao executados utilizando os

dados locais em cada processador.

e Eistes algoritmos para o problema de range

minima foram apresentados por Gabow et al
(1984) e Alon e Schieber (1987).



Algoritmo de Gabow et al'

Este algoritmo sequencial utiliza a estrutura de
dados arvore Cartesiana (1980).

Definicao 4 A drvore Cartesiana de um vetor
A = (ai,a9,...,a,), de n numeros reais distintos, €
uma drvore bindria cujos nos tém como rotulos os
valores do vetor A. A raiz da drvore tem como
rotulo a,, = min{ay,as,...,a,}. Sua subdrvore
esquerda € uma drvore Cartesiana para

Al m—1 = (a1,a2,...,am—1), € sua subdrvore
direita é uma drvore Cartesiana para

Am+1,n = (am+1, el an). A drvore para um vetor
Vaz10 € a aArvore vazia.



Figura 1: Arvore Cartesiana correspondente ao vetor
(10,6,12,7,2,8,1,4,5,3,11,9).



ALGORITMO Range Minima - Gabow
Entrada: um vetor A = (a1, as,...,a,) com n
nimeros reais.

Saida: uma estrutura de dados que responde a
consultas MIN(i,7) em tempo constante.

1. Construir uma arvore Cartesiana para A.

2. Aplicar um algoritmo seqiiencial linear para o

problema do LCA na arvore Cartesiana A.
fim algoritmo



e A construcao da arvore Cartesiana leva tempo
linear. Existem varios algoritmos seqiienciais
lineares para problema de LCA. Assim,
qualquer consulta MIN (i, j) é feita como na

descricao a seguir.

e Processando Consultas.

A partir da defini¢ao recursiva de arvore
Cartesiana, o valor de MIN(i,j) é o valor do
LCA de a; e a;. Assim, cada consulta de range
minima pode ser respondida em tempo
constante através de uma consulta LCA na

arvore Cartesiana.

Logo, o problema de range minima é resolvido

em tempo linear.



‘Algoritmo de Alon e Schieber'

e O algoritmo de Alon e Schieber tem

complexidade de tempo O(nlogn).

e Apesar de sua complexidade nao ser linear, este

algoritmo é crucial na descricao do algoritmo

CGM.

e Na descricao do algoritmo, vamos considerar,
sem perda de generalidade, que n é uma

poteéencia de 2.



ALGORITMO Range Minima - Alon e
Schieber

Entrada: um vetor A = (ay,as,...,a,) com n
numeros reais.

Saida: uma estrutura de dados que responde a
consultas MIN(i,7) em tempo constante.

{ Sem perda de generalidade vamos considerar que

n é uma poténcia de 2. }
1. Construir uma arvore binaria completa 7' com

n folhas.
2. Associar os elementos de A as folhas de T'.

3. Para cada vértice v de T calculamos os vetores
P,elS,.

{ P, e S, s@o os vetores que armazenam 0s
vetores de minimo prefixo e minimo sufixo,
respectivamente, dos elementos das folhas da
subarvore com raiz v. }

fim algoritmo
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Figura 2: Arvore-PS  gerada pelo
ritmo de Alon e Schieber para o
(10,3,11,8,2,9,7,15,0,1,14,4,6,13,12,5).
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e A arvore T construida pelo algoritmo 1 serd

denominada arvore-PS.

e Processamento de consultas.

Para determinar MIN (¢,5), 1 <1i < j <mn,
encontramos w = LCA(a;,a;) em T. Sejam v e
u os filhos esquerdo e direito de w,
respectivamente. Entdao, MIN(i,7) é o minimo
entre o valor de S, na posicao correspondente a
a; e o valor de P, na posicao correspondente a

Cl,j.

e O tempo constante para efetuar uma consulta
LCA em uma arvore-PS vem do fato de esta

arvore ser binaria completa.
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Algoritmo CGM I

Estamos preocupados em diminuir o nimero de
rodadas de comunicacao, de forma que nos
concentramos em computacoes com os dados

locais dos processadores.

Utilizamos os algoritmos seqiienciais vistos
para construir um algoritmo, no modelo CGM,

para o problema de range minima.

Tempo: O(7)
Rodadas de comunicacao: O(1) rodadas de

comunicacao.

A maior dificuldade é como armazenar os
dados nos processadores para que as consultas
sejam feitas em tempo constante, respeitando a
limitagao de O(7) posi¢oes de memdria,
imposta pelo modelo CGM.
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Notacao I

Notagao 1 Dado um vetor A = (a1,a9,...,a,),
consideramos Ali], com 1 < i <mn, o conteudo da
posicao i do vetor A; Ali...j], com 1 <i<j<n,
o subvetor (a;,...,a;).
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A idéia do algoritmo baseia-se na observacao de
como as consultas MIN (i, j) podem ser feitas.
Cada processador armazena % posicoes
contiguas do vetor.

Dado A = (a1, as9,...,a,), temos os subvetores
A; = (a@-%H, .. .,a(i+1)%), para 0 <i<p-—1.
Dependo da localizacao de a; e a; nos

processadores, temos 0s seguintes casos:

1. se a; e a; estao em um mesmo processador,
o dominio do problema se reduz ao subvetor
armazenado no processador. Assim,
precisamos de uma estrutura para responder
este tipo de consultas em tempo constante.
Esta estrutura é obtida, em cada
processador, pelo algoritmo de Gabow.
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2. se a; e a; estao em processadores distintos
p; € p; (spg, ¢ < j), respectivamente, temos
dois subcasos:

(a) se ¢t =j —1, a; e a; estao em processadores
vizinhos, MIN(i,7) corresponde ao minimo
entre o minimo de a; até o fim do vetor 4; e o
minimo do inicio de A; até a;. Estes minimos
podem ser determinados pelo mesmo algoritmo
do item anterior. Para determinar o minimo
dos minimos é necessaria uma rodada de

comunicacao.
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(b) set < j—1, MIN(i,7) corresponde ao minimo
entre 0 minimo do subvetor A;[¢...(z +1)2],
o minimo do subvetor 4;[j% +1...j] e os
minimos dos subvetores 4;11,...,4,_1. Os
dois primeiros minimos sao obtidos como no
subcaso anterior. Os minimos dos vetores
Ait1,...,A;_1 sao obtidos facilmente pela
arvore Cartesiana. O minimo entre eles
corresponde ao problema de range minima
restrito ao vetor de minimos dos dados
dos processadores. Assim, precisamos de uma
estrutura de dados para responder a estas
consultas em tempo constante. Como o vetor
de minimos contém apenas p valores, esta

estrutura pode ser obtida pelo algoritmo de
Alon e Schieber.
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e A dificuldade do caso 2.b é que nao podemos
construir explicitamente a arvore-PS em um
processador (ou todos) como na descri¢ao do
algoritmo, pois isto gastaria uma memoria de

tamanho O(plogp), e a memoria no modelo
4 n n
CGM ¢ O(%), com 2 > p.
e Para contornar esta dificuldade construimos
vetores P e S de log p + 1 posicoes cada um,
que armazenam algumas informacoes da

arvore-PS T em cada processador.
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e Seja um processador ¢, com 0 <7 <p—1.

e Seja b; o valor do minimo dos valores do vetor

A;.

e Seja v um vértice de T' tal que a subarvore com
raiz v tem b; como folha e sejam d, a
profundidade de v em T', que é o
comprimento do caminho da raiz até v; e [, o
nivel de v, que é a altura da arvore menos a
profundidade de v (I, = logp — d,, pois a
arvore T tem altura logp).

e O vetor P (respectivamente, S) contém na
posicao [, o valor do vetor P,
(respectivamente, S, ), do nivel [, de T', na,
posicao correspondente a folha b;. Ou seja,
temos que Pll,] = P,[i mod 2!» + 1].
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Figura 3:  Execugao do algoritmo no vetor

(10,3,11,8,2,9,7,15,0,1, 14,4, 6, 13,12, 5)



ALGORITMO Range Minima

Entrada: um vetor A = (ay,as,...,a,) com n
nimeros reais.

Saida: uma estrutura de dados que responde a
consultas MIN(i,7) em tempo constante.

1. Cada processador ¢ executa sequencialmente o
algoritmo de Gabow.

2. { Cada processador constréi um vetor B = (b;)
de tamanho p, que conterd o minimo dos dados
armazenados em cada processador. }

2.1. Cada processador ¢ calcula
b; = min A; = min{ai%+1, e a,(z-_|_1)%}.
2.2. Cada processador ¢ envia b; para os outros

processadores.

2.3. Cada processador ¢ coloca o valor recebido
do processador k, k € {0,...,p— 1} \ {i},
($2811 bk

3. Cada processador 7 executa os procedimentos
Constroi_P e Constroi_s .

fim algoritmo
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PROCEDIMENTO Constréi_P.
Entrada: o vetor B = (bg, b1,...,b,—1) com p
numeros reais.

Saida: o vetor P de logp posicoes.

P[0] < b;
apontador < 1
nordem <— 2 x 1+ 1
para k < 1 at logp faca
P[k] + Plk —1]
se |inordem/2%] mod 2 = 0
entao paral « 1 at 21 faca
apontador < apontador — |
se P[k] > Blapontador]
entao P[k| + Blapontador]

© 0N oo

e
=

fim procedimento
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Teorema 1 O algoritmo CGM resolve o problema
de range minima em tempo O(%) usando O(1)
rodadas de comunicacao.

Prova.

e O passo 1 é executado em tempo sequencial

O(%) e nao utiliza comunicagao.

e O passo 2 roda em tempo seqiiencial O(%) e

efetua uma rodada de comunicacao.

e O passo 3 é executado em tempo seqiiencial

O(%) e nao utiliza comunicagao.

Logo, o algoritmo CGM resolve o problema de
range minima, para o vetor inicial, em tempo O(%)

usando O(1) rodadas de comunicagao. O
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‘Processamento de Consultas'

Com este algoritmo, uma consulta MIN (¢,7) é

determinada como se segue.

e Se a; e a; estao em um mesmo processador
entao MIN (¢,7) pode ser determinado pelo
passo 1 do algoritmo.

e (Caso contrario, suponhamos que a; e a;
estejam em processadores distintos ¢ e 7,

respectivamente, com ¢ < j.

e Seja direita(i) o indice em A do elemento mais
a direita no vetor A;, e esquerda(j) o indice em
A do elemento mais a esquerda no vetor A;.
Calcular MIN (i, direita(i)) e
MIN (esquerda(j), j), usando o passo 1.

Temos dois casos:
1. Se j =1+ 1 entdo MIN(i,j) =
min{ MIN (i, direita(i)), MIN (esquerda(3), j)}.
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2. Se i+ 1 < j, entdo calcular
MIN (direita(i) + 1, esquerda(j) — 1),
usando o passo 3 do algoritmo. Notemos
que MIN (direita(i) + 1, esquerda(j) — 1)
corresponde a
min{b;,4,...,b5_1}. Assim,
MIN (i,§) = min{MIN (i, direita(s)),
MIN (direita(i) + 1, esquerda(j) —
1), MIN (esquerda(j),j)}.
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e O valor de
MIN (direita(i) + 1, esquerda(j) — 1) é obtido
usando o passo 3 em que cada processador :

— calcula w = LCA(b;;1,b;5_1) em tempo

constante, e obtém o nivel [,,;

— determina v e u, os filhos esquerdo e direito,

respectivamente, de w;

— o processador ¢ + 1 calcula S’[l,, — 1] e envia
este valor para o processador 0;

— o processador j — 1 calcula P'[l,, — 1] e envia

este valor para o processador 0;

— o processador 0 calcula o minimo dos minimos

recebidos.
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Figura 4: Tempos maximos.

29

14



Speed up
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