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Introducao

Em 1900, em uma palestra marcante no Congresso Internacional de Mate-
maticos realizado em Paris, Hilbert postulou 23 problemas matematicos, que
tratam de temas diversos em matematica e areas afins. O décimo problema
na lista de Hilbert (determination of the solvability of a diophantine equation)
pergunta se é possivel determinar se uma equacao diofantina arbitraria tem ou
nao solugao por meio de um “processo finito”:

Given a diophantine equation with any number of unknown quan-
tities and with rational numerical coefficients: to devise a process
according to which it can be determined by a finite number of ope-
rations whether the equation is solvable in rational integers.

Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual como o
seguinte: existe um algoritmo que, dada uma equacao diofantina, determina se
esta tem ou nao solugao?

Note que a questao postulada por Hilbert precede de décadas a invencao
de computadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questoes foram formuladas e
tratadas dentro do que ficou depois conhecido como teoria da computabilidade.
Esta é a parte da teoria da computagao especializada em lidar com esse tipo de
questao.

Foi nos anos 30, apds um trabalho de Gédel em légica, que a idéia de algo-
ritmo comegou a ser formalizada. Godel [G6d31] introduziu o conceito de fungao
primitiva recursiva como uma formalizacao dessa idéia. Church [Chu33, Chu36]
introduziu o A-cdlculo e Kleene [Kle36] definiu o conceito de fung¢ées recursivas
parciais e mostrou a equivaléncia entre esse e o A-célculo. Turing [Tur36, Tur37]
por sua vez propos a sua formalizacao da idéia de algoritmo: as chamadas mad-
quinas de Turing. Nesses trabalhos, Turing mostrou também a equivaléncia do
conceito de maquinas de Turing e de funcoes recursivas parciais. Vale mencio-
nar que o conceito de maquinas de Turing foi independentemente proposto por
Post [Pos36], um professor de colegial de Nova lorque. Cada uma dessas pro-
postas diferentes do conceito de algoritmo é chamada de modelo de computagao.



Foi Kleene [Kle52] quem chamou de tese de Church a afirmacao de que
todo modelo de computacao razodvel é equivalente ao da maquina de Turing. A
afirmacao é propositalmente vaga, pois visa capturar mesmo modelos que ainda
venham a ser propostos, e cuja natureza nao podemos prever. Por razodvel
entende-se um modelo que seja realista, no sentido de poder (mesmo que de
maneira aproximada) ser construido na préatica.

A teoria da computabilidade no fundo diferencia os problemas decidiveis
(para os quais existe um algoritmo) dos indecidiveis (para os quais nao existe um
algoritmo). O surgimento dos computadores nas décadas de 30 e 40 aos poucos
evidenciou uma diferenca entre os problemas decidiveis: muitos parecem ser
bem mais dificeis que outros, no sentido de que se conhece apenas algoritmos
extremamente lentos para eles. Com isso, surgiu a necessidade de refinar a
teoria de computabilidade para tentar explicar essas diferencas. Foi apenas
nos anos 60 que a teoria de complexidade, que trata de tais questoes, tomou
corpo, com a formalizacao da idéia de algoritmo eficiente, independentemente
introduzida por Cobham [Cob65] e Edmonds [Edm65], e a proposta de redugoes
eficientes entre problemas, feita por Karp [Kar72].

Foi nessa época que surgiram as defini¢oes das classes de complexidade P
e NP e do conceito de NP-completude, que captura de certa maneira a difi-
culdade de se conseguir algoritmos eficientes para certos problemas. Grosseira-
mente, um problema em NP é dito NP-completo se qualquer outro problema
da classe NP pode ser reduzido eficientemente a ele. A mais famosa questao
na area de teoria da computacao é se P é ou nao igual a NP. Se for mostrado
que algum problema NNP-completo esta em P, entao tal questao é resolvida e
fica provado que P = NP.

Um marco na teoria de complexidade é o teorema de Cook [CooT71, Lev73],
que prova a existéncia de problemas NP-completos. Cook mostrou que o pro-
blema conhecido como SAT, de decidir se uma férmula booleana em forma nor-
mal conjuntiva é ou nao satisfativel, € NP-completo. Apds o teorema de Cook e
o trabalho de Karp [Kar72|, que mostrou que varios outros problemas conhecidos
sao NP-completos, essa teoria se desenvolveu amplamente, tendo estabelecido a
dificuldade computacional de problemas das mais diversas areas, como mostram

Garey e Johnson [GJ79].

Um dos problemas mais famosos cuja complexidade continua em aberto,
mesmo apds varias décadas de esfor¢co da comunidade no sentido de resolvé-lo,
é o problema da fatoracao de inteiros: dado um inteiro, determinar a sua fato-
racado em numeros primos. Recentemente, o seu parente proximo, o problema
de decidir se um nimero inteiro é primo ou nao, chamado de problema da pri-
malidade, teve sua complexidade totalmente definida, com o algoritmo AKS, de
Agrawal, Kayal e Saxena [AKS02a, AKS02b]. Esse algoritmo mostra que o pro-



blema da primalidade estda na classe P, resolvendo com isso uma questao em
aberto ha anos. Nao se sabe até hoje, no entanto, se ha um algoritmo eficiente
para resolver o problema da fatoracao de inteiros!

Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatoragao de in-
teiros tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas criptogréaficos bem-
conhecidos. Se for descoberto um algoritmo eficiente para resolver o problema
da fatoragao, varios sistemas criptograficos importantes seriam quebrados, in-
cluindo o famoso sistema RSA de chave publica, criado por Rivest, Shamir

e Adleman [RSATS].

O assunto de nossa iniciacao cientifica — Computacao Quantica — trata de
um novo modelo de computacao, o modelo quantico, que vem levantando ques-
toes intrigantes dentro da teoria de complexidade, e pode ter impactos praticos
dramaticos no minimo na area de criptologia. O modelo quantico de computa-
¢ao nao infringe a validade da tese de Church, porém questiona a validade de
uma versao mais moderna dessa, a chamada tese de Church estendida, que diz
que todo modelo de computacgao razoavel pode ser simulado eficientemente por
uma maquina de Turing.

Pode-se dizer que a teoria de computacao quantica iniciou-se nos anos 80,
quando Feynman [Fey82] observou que um sistema quantico de particulas, ao
contrario de um sistema classico, parece nao poder ser simulado eficientemente
em um computador classico, e sugeriu um computador que explorasse efeitos da
fisica quantica para contornar o problema. Desde entao, até 1994, a teoria de
computacao quantica desenvolveu-se discretamente, com vérias contribuicoes de
Deutsch [Deu85, Deu89], Bernstein e Vazirani [BV97], entre outros, que cola-
boraram fundamentalmente para a formalizacao de um modelo computacional
quantico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma enorme di-
vulgacao. Isso deveu-se principalmente ao algoritmo de Shor [Sho94, Sho97], um
algoritmo quantico eficiente para o problema da fatoracao de inteiros, conside-
rado o primeiro algoritmo quantico combinando relevancia pratica e eficiéncia.
O algoritmo de Shor é uma evideéncia de que o modelo computacional quantico
proposto pode superar de fato o modelo cléassico, derivado das maquinas de Tu-
ring. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa pratica, objetivando
a construcao de um computador segundo o modelo quantico, quanto a busca
por algoritmos criptogréaficos alternativos e algoritmos quanticos eficientes para
outros problemas dificeis. Essas e varias outras questoes, relacionadas tanto
com a viabilidade do modelo quantico quanto com as suas limitagoes, tém sido
objeto de intensa pesquisa cientifica.

Do ponto de vista pratico, busca-se descobrir se é ou nao viavel construir
um computador segundo o modelo quantico que seja capaz de manipular niime-



ros suficientemente grandes. Tal viabilidade esbarra em uma série de questoes
técnicas e barreiras fisicas e tecnolégicas. J& se tem noticia de computadores
construidos segundo o modelo quantico, mas todos ainda de pequeno porte.
Em 2001, por exemplo, foi construido um computador quantico com 7 qubits
(o correspondente aos bits dos computadores tradicionais). Nesse computador,
foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorou o nimero 15. Uma
parte dos cientistas da computacao acredita que a construcao de computadores
quanticos de maior porte sera possivel, enquanto outra parte nao acredita nisso.

Do ponto de vista de teoria de complexidade, busca-se estabelecer a rela-
cao entre as classes de complexidade derivadas do modelo quantico e as classes
de complexidade tradicionais. Também busca-se, claro, estabelecer a complexi-
dade no modelo quantico de problemas bem conhecidos, ou seja, busca-se por
algoritmos quanticos eficientes para outros problemas relevantes.

Organizacao do texto

Este texto estd dividido em trés partes. A primeira concentra-se nos resul-
tados algoritmicos da area, a segunda, nos tépicos de teoria de complexidade
computacional e a terceira consiste em uma colecao de apéndices, cada um so-
bre um assunto que é um pré-requisito ou é relacionado aos tratados nas duas
partes principais.

A parte algoritmica comeca descrevendo os componentes bésicos de um
computador quantico e a formalizacao de suas operacoes basicas. Alguns algo-
ritmos quanticos simples sao apresentados e finalmente o algoritmo de Shor é
descrito e analisado.

A formalizagao de um computador quantico utiliza fortemente espacos de
Hilbert e algumas nogoes de mecanica quantica. O apéndice A trata de espagos
de Hilbert e o apéndice B, de mecanica quantica. Esses apéndices podem ser
ignorados, lidos ou consultados esporadicamente dependendo da bagagem prévia
do leitor. Para a compreensao do algoritmo de Shor, varios resultados basicos de
teoria dos niimeros sao necessarios. O apéndice C apresenta todos os resultados
relevantes de teoria dos nimeros para o estudo do algoritmo de Shor e testes
de primalidade ou algoritmos de fatoracao em geral. Além disso, esse apéndice
contém também a descricao e andlise de varias rotinas béasicas que sao usadas
na descricao de testes de primalidade e, em particular, no algoritmo de Shor.
O apéndice D esta também relacionado ao algoritmo de Shor, porém nao como
um pré-requisito, mas como uma curiosidade ou paralelo. Para leitores com
menos familiaridade com ciéncia da computacao, recomendamos a sua leitura.
Nele, sao apresentados e discutidos alguns resultados tradicionais de teste de



primalidade. Uma segao curta deste apéndice comenta também o sistema RSA
e sua relagao com testes de primalidade e algoritmos de fatoracao.

A segunda parte do texto trata de resultados de complexidade computacio-
nal. Ela comega apresentando as maquinas de Turing tradicionais e a maquina
de Turing quantica. Um resultado bastante complexo porém importante é apre-
sentado a seguir: a descricao de uma maquina de Turing quantica universal.
Depois disso, sao introduzidas as varias classes de complexidade envolvidas e
sao apresentados varios resultados de complexidade entre essas classes. Esses
resultados mostram algumas das técnicas usadas na simulagao de maquinas de
Turing quanticas, e ressalta as dificuldades nessas simulagoes frente as simula-
¢oes tipicas do modelo classico.

Esperamos com esse texto dar uma visao geral desta nova e intrigante area,
tanto do ponto de vista algoritmico quanto do ponto de vista de teoria de
complexidade.



Parte 1

Aspectos Algoritmicos
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Capitulo 1

Bits, registradores e circuitos
quanticos

A apresentacao dos resultados algoritmicos dessa area depende da formali-
zacao de alguns conceitos basicos. Introduziremos os conceitos de bits e registra-
dores quanticos, que sao os blocos fundamentais de um computador quantico,
bem como a nocao de circuitos quanticos, que correspondem ao conceito de
algoritmo no modelo tradicional.

1.1 Bits quanticos

Seja Ho um espaco de Hilbert de dimensao 2. Fixe uma base ortonormal
By = {\O), |1>} de Hy. Um qubit ou bit quantico é um vetor unitario em Ho,
isto é, um vetor |¢) € Hy é um qubit se

|0) = a0l0) + au 1), (1.1)

com ag, oy € Ce|ag|*+|on|* = 1. Dizemos que os vetores |0) e |1) so os estados
bdsicos e que o qubit |¢) estd numa superposicdo de estados béasicos (contraste
isto com o modelo cldssico, onde um bit assume apenas um dos valores 0 ou 1).
Chamamos ao coeficiente complexo «; de amplitude do estado bésico |j), para
7=0,1.

No modelo classico, se tivermos em maos um bit b, podemos descobrir sem
problemas se b vale 0 ou 1 e isso em nada afeta o valor de b. Ja no modelo
quéantico, nao é possivel determinar o valor de um qubit |¢). Se tentarmos,
o que observamos é o resultado de um evento probabilistico que tem como
efeito colateral a alteragao irreversivel do valor de |¢). Mais precisamente, ao
medirmos o estado de um qubit |¢) dado pela equagao (1.1), enxergaremos

11



o “valor” |0) com probabilidade |ag|* e o “valor” |1) com probabilidade |a|>.
Se o “valor” observado for |0), o estado do qubit |¢), imediatamente apds a
medigao, serd |0), e analogamente se o estado observado for |1). Note entdo que,
apesar de um qubit armazenar uma superposicao de estados, usando medicoes,
s6 conseguimos obter dele um dos estados da superposicao.

Existem apenas duas portas légicas operando sobre um bit classico: a porta
identidade e a negacao. No modelo quantico de computacao, qualquer trans-
formacao unitaria em Hs é uma porta quantica. Uma matriz U € C™*" é dita
unitdria se U*U = UU* = I, onde I é a matriz identidade e U* é a transposta
conjugada de U. Para trabalharmos com tais transformagoes, convencionamos
que um qubit |¢) dado pela equacao (1.1) tem a seguinte representacao na
base Bs:

(2) =16) = aulo) + sl (1.2

aq

Assim, a matriz de Hadamard

H::%(} _11) (1.3)

transforma o qubit |0) no qubit

mo=(1 4 )(0)=-75(1)-5+m).

Como no caso de circuitos tradicionais, sera 1til convencionarmos uma re-
presentacao grafica para circuitos quanticos, indicando a ordem de aplicagao de
portas e medigoes. Por exemplo, o circuito ilustrado na figura 1.1 indica que a
matriz de Hadamard H deve ser aplicada ao qubit |¢) e depois o qubit resul-
tante deve ser medido para obtermos o qubit |¢’). Se |¢) for inicializado com |0),
entao |¢’) serd |0) ou |1) equiprovavelmente, de acordo com a equagao (1.4).

|6) —H |——0D— |¢)

Figura 1.1: Um circuito quantico.

E interessante observar como as medigoes afetam o comportamento do cir-
cuito. Por exemplo, se inicializarmos |¢) com |0), entao |¢’) no circuito quantico
da figura 1.2 sempre serd |0). J& no circuito da figura 1.3, o estado |¢') sera |0)
ou |1) equiprovavelmente.

12



¢) — H]| (H | OM— [¢)

Figura 1.2: Mais um circuito.

¢) —HF—Q)——H}—Q0)— |¢)

Figura 1.3: Circuito com medicao intercalada.

1.1.1 x Representacao grafica de um qubit

Vamos apresentar uma possivel representacao grafica para um qubit, que
nos ajudard mais tarde a visualizar algumas operagoes sobre estes.

Esta subsecao é opcional e s6 utilizamos os resultados aqui encontrados na
subsecao 1.1.2, também opcional.

Proposicao 1.1. Sejam 0 € R e A uma matriz tal que A?> = I. Entdo

e = cosf + isend

4 = cos(6)I +isen(6) A.

Demonstracao. Primeiro notamos que as expansoes em séries de Taylor das
funcoes e*, senx e cos T sao

2 ZL’S k

. _ a2t a* il
e T TR i ;k
G B L 2k+1 o0 L2k
= r— T ()P4 = —1)*
sene = w—grt gt A gt ;0( oy
2?2zt . a2k g 2%k
cosr = 1—§+I+--.+(_1) (2k)!+.“ — ZO(_
Mas entao temos
A -0\2 V3 94 05
0 = 14igq WOD WO GO7 GO

2!*3!*4!*5!

= cosf +isend.
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Similarmente, se expandirmos e4 como

A2 A3 Ak
A _ i -
=T At

teremos
(i0A)2  (i0A)®  (i0A)*  (iHA)°
ST TR TR A

02 0 0t
= T+ifA— T —igg At I +igg At

e = T 4+i0A+

3! 5!
62 64 , 63 65
= <1—§+I+--->[+z(9—§+g+--->A
= cos(0)I + isen(6)A.

]

Note entdo que, dado z € C, com |z| = 1, existe 6 € R tal que z = ¢?. Para
encontrarmos um f satisfazendo essa igualdade, sejam a e b tais que z = a + be.
Note que os sinais de a e b determinam o quadrante em que 6 se encontra. Em
particular, se a = 0, é 6bvio que # s6 pode ser /2 ou —n/2, de acordo com
o sinal de b. Se a # 0, entao 0 é dado pelo angulo arctgb/a no respectivo
quadrante.

Proposicao 1.2. Seja |¢) um qubit. Entao existem vy, $,0 € R tais que |) =

e”(cosg 0) + €™ sen & |1))

Demonstracao. Seja |¢) := «|0) + (|1) um qubit. Entao temos que a, 3 € C e
la)* 4 |8 = 1. Segue que |a|® < 1 e portanto 0 < |a| < 1.

Se |a| = 0, entao temos o = 0 e |3] = 1. Neste caso, existe ¢ € R tal que
B =€ Tome y:=0ef:=m e estamos feitos.

Se |a| = 1, entdo temos 3 = 0 e existe v € R tal que a = €. Tome ¢ := 0
e 0 := 0 e estamos feitos.

Sendo, temos 0 < |a] < 1e 0 < |B| < 1. Tome 0 := 2arccos ||, de modo
que cos(0/2) = |a|. Como |a|*+|3|° = 1, segue que |3|* = sen?(#/2) e portanto
18| = !Sen(9/2)|.

Tome o' := «a/ cos(0/2) e ' := 3/ sen(0/2). Pelo que foi visto acima, temos
|o/| = |3'| = 1. Entao existem 7,6 € R tais que o/ = e e 3’ = €. Mas entdo
) = al0)+8]1) = a cos(6/2)[0) + 5" sen(6/2)|1)

= €7 cos(0/2)|0) + € sen(0/2)|1)

. 0 : 0
= &7 (COS §|O> + €' sen §|1>) .

14



Tome ¢ := ) — v e estamos feitos. O

De acordo com os axiomas da mecanica quantica, apresentados na se¢ao B.1,
um bit quantico é simplesmente um estado quantico num sistema quantico repre-
sentado por um espaco de Hilbert bidimensional. Vemos entao, na proposi¢ao
acima, que e é um fator de fase global. Podemos entdo reenunciar este re-
sultado de acordo com nossa discussao sobre estados quanticos indistingiiiveis,
feita na subsecao B.1.1:

Proposicao 1.3. Seja |¢) um qubit. Entao existem ¢,0 € R tais que |[¢) =
cos 2]0) + e sen £[1).

Diante desta maneira de escrever um qubit [¢), podemos representar gra-
ficamente |¢) na esfera de Bloch (também chamada esfera de Poincaré), uma
esfera de raio unitario. Como pode ser visto na figura 1.4, se i é a representagao
de |¢), entdao a projegao de 7 sobre o plano zy forma um angulo de ¢ com o
eixo = e 0 é o angulo de 7 com o eixo z.

|0)
z

Figura 1.4: Representacdo de |¢)) := cos 2|0) + ' sen £|1) na esfera de Bloch.

1.1.2 x Decomposicao de matrizes unitarias

Desenvolvemos nesta se¢ao um resultado sobre decomposicoes de matrizes
unitdrias em C2*? que mostra os “blocos fundamentais” de construcao destas
matrizes.

Esta subsecao é opcional e depende dos resultados encontrados na subse-
¢ao 1.1.1, também opcional.
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Considere as seguintes matrizes, denominadas matrizes de Pauli:

Ux:—((1)(1)> ay:—(?_é) az:—((l)_?). (1.5)

Vamos mostrar que os “blocos fundamentais”, que definimos a seguir, de
construcao de matrizes unitdrias em C?*? sao gerados pelas matrizes de Pauli.

Seja 0 € R. Definimos, para w = x,vy, 2z, a matriz de rota¢cao de 6 sobre o
€170 W Como

R,(0) := elsow,
onde as matrizes o, 0, e 0. foram definidas em (1.5) (observe que 02 = o) =
o2 =1).
Como indicado pelo nome, essas matrizes representam, na esfera de Bloch,
uma rotacao no sentido horario de um certo angulo # sobre um determinado
eixo.

Note que tais matrizes de fato sao unitarias, ja que

0

" .0, 6 . 0
[Ry(0)]" Ry (0) = <cos 5] — isen 5‘%}) (cos 5[ + isen §O'w>

6 6
= cos® §]+icos§sen§(aw — o) + sen” 5[: I,

pois o, = o, para w = 1, Y, 2.

Expandindo R, (0) para os trés eixos, obtemos:

o 9 9 9
RI(Q)Z( COS29 zsene2 ) Ry(e):( C0829 sen5 )

78€en 5 COS 9 — sen 9 COS 5

2
eis 0
h-(0) = < 0 e i2 ) ’

Essas transformagoes sao importantes na decomposicao de matrizes unita-
rias de dimensao 2 e recebem nomes especiais. Seguindo a terminologia esta-
belecida em Barenco et al. [BBCT95], definimos as seguintes transformagoes

sobre Hs:

COS g sen g

e Rot(f) :=R,(0) = ( 24 7 ) , uma rotagao de ¢,

—seng CoSg
0 e-is |, uma mudanga de fase de «;
e 0
0 e

e Ph(a):= R.(a) = ( ¢
o Scal(d) := €I = ( ) , uma “escala” de 0.
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Além disso, a matriz o, também é chamada de “negac¢do”.

Com isso, estamos chamando de rotacao apenas a rotacao sobre o eixo y.
A rotagao sobre z muda tao somente a fase de um vetor e por isso recebe o
nome de mudanca de fase (phase shift). Ja a operacao de “escala” apenas altera
o fator de fase global.

Valem as seguintes propriedades, facilmente verificadas:

—_

. R,Ot(gl) ROt(QQ) = R,Ot(gl + 92),

\V]

. Ph(ay) Ph(as) = Ph(ay + ay);

3. Scal(dy) Scal(d2) = Scal(d; + 09);

4. o, Rot(#) o, = Rot(—0);

5. 0, Ph(a) o, = Ph(—a).

Com isso, podemos provar o seguinte:

Teorema 1.4. Seja U € C**? uma matriz unitdria. Entdo existem «, 3,7,0 €
R tais que

€0 cosf isend e 0
Ve (0 e_i“)(isené’ cos 6 0 e |- (1.6)

Demonstracao. Vamos apresentar uma prova construtiva da existéncia da fato-

racao (1.6).
U — ( Uy Uiz )
U1 U2

uma matriz unitdaria. Entao suas colunas, que denotamos por U; e U,, bem
como suas linhas, sdo ortonormais. Logo temos que (U;|Uy) = uj u11 +uj ug =
|UL||” = 1. Portanto

Seja

|U11|2 —+ ’U21’2 =1. (17)

Similarmente, a primeira linha e a segunda coluna tém norma 1:

un | + Jue|? = 1 (1.8)

|U12|2 + |U22|2 = 1
e as colunas U; e Us sdo ortogonais, de forma que (U;|Uy) = 0, ou seja,

Uy U2 + Us Uz = 0. (1.10)
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Por (1.7), temos que |uy|* < 1. Segue que 0 < |uy| < 1.

Se |uy;| = 0, entdo u;; = 0. Além disso, por (1.7), |ugi| = 1; por (1.8),
|u1a| = 1; finalmente, por (1.9), |uga| = 0 e portanto ugs = 0. Entéo existem
a,b € R tais que ug; = € e ujp = €. Tome a := 0, 3 := (a — b)/2, v :=
(a+b—m)/2 e 0 :=m/2 e estamos feitos.

Se |uj1| = 1, entao por (1.7) temos |ug;| = 0 e imediatamente uy; = 0. Além
disso, por (1.8), |uia| = 0 de forma que ujs = 0; por (1.9), |uge| = 1. Entao
existem a,b € R tais que u; = € e uypy = €. Tome a := 0, B := (a — )/2,
v:=(a+b)/2 e b :=0 e estamos feitos.

Sendo, 0 < |uj1| < 1. Tome @ := arccos |uy;|, de forma que cosf = |uy]|

e0 <0 <7/2 Por (1.7), |ug|* = 1 — cos®>0 = sen®d. Logo, |ugi| = |senb)|.
Semelhantemente, por (1.8), |uj2| = |senf| e, por (1.9), |ugs| = |cosf|. Note
também que, como 0 < 6 < 7/2, entdo cosf # 0 # senf.

Tome ayy := uyy/(cos ), ag = ugi/(isenb), ajo = uz/(isenfd) e agy :=
Uuna/(cos0). Note que |ay| = (1/]cosb|) [unn]| =1, |agi| = (1/]isend)]) |ux| = 1,
laia| = (1/]isen 6]) luia| = 1 e |ag| = (1/|cosB]) Juss| = 1. Entdo existem

AH, Alg, Agl, A22 € R tais que a;; = GlAij para 1 S Z,j S 2.
Agora tome o := —(A21—A11)/2, ﬁ = —(Au—AH)/Q ey = (A12+A21)/2.

Vamos verificar que essa fatoragao de U ¢é valida. Multiplicando todos os fatores
de (1.6), obtemos

ctteth) cosf  etrta=B)jgen §
etr—atB)igend =B cosh |

de modo que precisamos verificar que a;; = ei(7+°‘+5), Qg = ei(wa_ﬂ), Ao =
ei(’y_a'i‘ﬁ) € a9y = ei('y_a_ﬁ)'
Veja que

Ap+A Ay — A Ap— A
yta+ 8= 122 21 212 1 122 11

= All

e entdo aj, = e = ¢/0tet8) B semelhantemente facil verificar que a, 3 e 7
também satisfazem as igualdades para ais e ag;. Para asy, primeiro note que

Ap+ A Ay — A Ap— A
12 2, A 1, A 11

5 5 5 :A12+A21 —AH. (111)

y-—a—f=

Agora vamos substituir em (1.10) os valores que temos para U, isto é,
ur, = e cos B, uyy = eM2isen ), ui = (e2isen 0)* = (eA2177/2) gen 0)* =
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e~ iA2n+7/2) gopy = —e 4215 gen B € U9y = €422 cos B:

(711 cos B) (25 sen ) + (—e *21isen 0) (e22 cos §) = 0

= icosf - senf(e!Ai2mAn) _ pilAzn—Aa)y —

= M2mAn) — gilA2=A21) - hoig cosf - senf # 0
= ei(A12=An) pidar _ id22

- iAtAn—An) _ idsz

Mas entdo, de (1.11), e!070=F) = gilAtAn—An) — ¢idn — q), ¢ estamos feitos.
[

Ou seja, toda matriz unitaria de dimensao 2 pode ser escrita como uma
composicao de rotagoes sobre determinados eixos, mais uma mudanga no fator
de fase global. Mais especificamente, como ¢ R, (a)R,(0)R.(3). Seguindo os
mesmos passos desta demonstragao, podemos provar outra forma geral dessas
matrizes:

Teorema 1.5. Seja U € C?*? wma matriz unitdria. Entdo existem o, 3,7,0 €
R tais que
U = Scal(y) Ph(a) Rot(0) Ph(p3).

Esses resultados reforcam nossa intuicao de que matrizes unitarias repre-
sentam “rotagoOes gerais” sobre um espaco vetorial. No caso, estamos afirmando
que qualquer rotacao na esfera de Bloch pode ser decomposta em rotacoes em
eixos individuais. Tais rotagoes, geradas pelas matrizes de Pauli, sao os “blocos
fundamentais” de construcao de matrizes unitdrias em C?*2,

1.2 Registradores quanticos

Seja Hon um espago de Hilbert de dimensao 2". Denote por {0,1}" o con-
junto das cadeias de caracteres de comprimento n sobre o alfabeto {0,1} e
fixe Byn := {|z): 2 € {0,1}"} uma base ortonormal de Han. Por exemplo, para
n = 2 temos By = {|00), |01),]10), |11)}. Um registrador quantico de n qubits é
um vetor unitario em Han, isto é, um vetor |¢) € Hon é um registrador quantico
de n qubits se

o) = > aulz), (1.12)

z€{0,1}"

com «, € C para todo x € {0,1}" e

> el =1 (1.13)



A nomenclatura para qubits se estende para os registradores: os estados |z)
com x € {0,1}" s@o os estados bdsicos, o qubit |¢) é dito uma superposicao de
estados bésicos e o coeficiente complexo «, é chamado de amplitude do estado
bésico |z) para todo x € {0,1}".

Serd conveniente expressarmos o estado (1.12) como

2" —1

)= > aule), (1.14)

=0

onde estamos substituindo as cadeias de caracteres de {0, 1}" pelos valores nu-
méricos que essas cadeias representam, se interpretadas como representagao
binaria de ntimeros. Por exemplo, para n = 2, temos

6) = ]00) + B|01) + 7]10) + 5|11)
= al0) + BI1) +[2) + 513).

Continuando a estender a notacao de qubits para registradores, a represen-
tagdo na base Byn do registrador quantico dado por (1.14) é

ZO on—1
1
=l¢) =) aila).
=0
O{Qn_l

A seguinte questao surge naturalmente: se |¢) é um registrador cujos qubits,
de menos para mais significativos, sdo |¢o), |¢1),-..,|édn_1), qual é o estado
quantico do registrador |¢), dados os estados de cada um dos qubits? A resposta
é: @) = |pn-1) @ |pn—2) @+ @ |¢po), onde @ denota o produto tensorial, que
definimos a seguir.

Sejam

ay; - Qip bip -~ blq
A= oo e B=

Am1 = Qmn bpl e bpq
matrizes. O produto tensorial de A e B, denotado por A ® B, é definido como

CLHB cee alnB
AQB = S : (1.15)

amB - amnB
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Assim, um registrador |¢) cujos qubits sao |¢1) e |¢o), com |¢1) := ap|0) +aq|1)
e [¢o) = (0]0) + B1]1), estd no estado

aofo
— . « 16/ B ol
|¢>—’¢1>®\¢0>_(a?>®(ﬁ?>_ a(l)gé
a1
e, portanto,
[0) = a0fo|00) + api[01) + a1 55|10) + a1 51[11) (1.16)

= ap|0) + apBi|l) + a1 fo]2) + a1 fi]3).

Outra questao natural é a inversa da anterior: se |¢) é um registrador cujos
qubits, de menos para mais significativos, sao |¢g),|®1),- .., |¢n_1), quais sdo
os estados quanticos de cada um dos qubits, dado o estado do registrador |¢)?
Postergamos esta discussao para a secao 1.6.

A medicao de um registrador quantico funciona de modo semelhante a me-
digdo de qubits: se medirmos um registrador quantico |¢) dado por (1.14),
obtemos o estado bésico |z) com probabilidade |ag|* e, imediatamente apés a
medigao, o estado do registrador serd |z). Ou seja, a superposigdo que existia
anteriormente foi irreversivelmente perdida.

Nao é necessario, porém, medirmos todos os qubits do registrador: pode-se
medir qubits individuais ou grupos de qubits. Por exemplo, se medirmos apenas
o qubit |¢1) do registrador |¢) descrito acima na equagao (1.16), existem duas
possibilidades de resposta:

e O valor observado é |0). Esse evento ocorre com probabilidade |ao3y|> +
laoBi” = |ow|”. Neste caso, o estado do registrador |¢), imediatamente
apos a medicao, sera

_ @0|00) 4 ap:]01)

Jxo”

Y

&)

ou seja, projetou-se o estado |¢) no subespago gerado por [00) e |01),
normalizando-se o resultado para obtermos um vetor unitario.

e O valor observado é |1). Esse evento ocorre com probabilidade ]alﬂglz +
la131)” = |as|*. Neste caso, o estado do registrador |¢), imediatamente
apos a medicao, sera

alﬂo|10> + Oélﬂl|01>

|041!2

|#') =

?

ou seja, projetou-se o estado |¢) no subespago gerado por |10) e |11),
normalizando-se o resultado para obtermos um vetor unitario.
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Para o caso geral, suponha que seu registrador quantico com n qubits esta

no estado dado pela equacgao (1.12) e que vocé esta medindo o qubit |¢;), onde o
qubit menos significativo é |¢g) e o mais significativo é |¢,_;). Para cada cadeia
de caracteres x € {0,1}", escreva x = x,,_1 - - - Ty, com x} € {0, 1} para todo k.
Existem duas possibilidades para o resultado da medicao de |¢;):

e O valor observado é |0). A probabilidade de ocorréncia desse evento é

2
Po = Z {lag|*: z € {0,1}" e z; = 0}.
Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apds a medigao, sera

_ Z{ax|x>: re€{0,1}" e x; :()}

Po

&)

onde pg é simplesmente um fator de normalizacao.

e O valor observado é |1). A probabilidade de ocorréncia desse evento é

p1 = Z {|a$|2: z€{0,1}" e z; = 1}.
Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apds a medigao, serd

_ S {azlz): z €{0,1}" e z; = 1}

b1

|¢')
onde p; é simplesmente um fator de normalizacgao.

O mecanismo de medi¢ao de um numero arbitrario de qubits de um regis-

trador é analogo. Exibimos apenas um exemplo: suponha que seu registrador
quantico |¢) esta no estado dado por (1.12) e que ele tem n > 2 qubits, com os
qubits |¢g), ..., |én_1) ordenados como acima. Suponha que os qubits medidos
sao |¢;) e |¢x). Existem quatro possibilidades para o resultado de uma medigao:

e Os valores observados sao ambos |0). A probabilidade de ocorréncia desse

evento ¢é
Poo = Z {|ozx|2: z€{0,1}" e z; =z, = 0}.

Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apos a medigao, sera

Y {aslr)y: e {0,1}" ez = 1, = 0}
Doo .

&)
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e Os valores observados sao |0) para |¢;) e |1) para |¢x). A probabilidade
de ocorréncia desse evento ¢é

Po1 = Z {|ax|2: r€{0,1}" ex;=0ex,=1}.
Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apds a medigao, sera

Y )iz e{0, 1} ex; =0ex, =1}
Do1 .

&)

e Os valores observados sao |1) para |¢;) e |0) para |¢;). A probabilidade
de ocorréncia desse evento ¢é

2
P10 ::Z{|a$| crxef{0,1}"ex; =1 exk:()}.
Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apds a medigao, serd

Yy zef{0, 1} ex; =1 e, =0}
P1o .

&)
e Os valores observados sao ambos |1). A probabilidade de ocorréncia desse

evento €
P11 = Z {|ax\2: z€{0,1}" e x; =z, = 1}.

Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apds a medicao, sera

Yl ze{0,1}" e xy = 1y = 1}
P11 '

&)

1.3 Reversibilidade

Falemos agora de portas quanticas operando sobre mais de um qubit. Uma
porta quantica sobre n qubits é uma fungao bijetora de Von para Von, onde Von é
o conjunto de vetores unitarios de Ho». Em outras palavras, uma porta quantica
é uma matriz unitaria em Hon. Essa restricao reflete o fato de que, de acordo
com as leis da mecanica quantica, toda transformagao num estado quantico é
reversivel.

Assim, toda porta quantica é reversivel, isto é, existe uma bijecao entre
o dominio e a imagem da funcao correspondente. Por exemplo, suponha que
temos uma porta quantica U e um registrador |¢) com dimensoes compativeis.
Se aplicarmos U a |¢) para obtermos |¢') := U|¢), entdo podemos obter o
estado original |¢) a partir de |¢') através da aplicacao da porta quantica U*
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(claramente U* ¢é unitéria), pois U*|¢') = U*Ul¢p) = I|¢p) = |¢). Em outras
palavras, a aplicacao de U nao causa “perda de informacao”.

Esse nao é o caso, por exemplo, da porta légica V, o “ou” légico do modelo
classico: suponha que temos dois bits classicos a e b e que aplicamos a porta V
nesses bits, obtendo ¢ := a V b. Se tivermos ¢ = 1, nao temos como obter os
valores de a e b, pois podia valer que a = 1eb=0,ouquea =0eb =1,
ou ainda, que a = 1 e b = 1. Dizemos, por esse motivo, que a porta V nao é
reversivel.

Nao é dificil, porém, construirmos uma “versao” da porta “ou” que seja
reversivel. Considere a fungao f : {0,1}* — {0,1}* dada por f(z,y,z) :=
(x, Y,z ® (zV y)), onde @ denota a operacao logica “ou exclusivo”. Em outras
palavras, a aplicacao da funcao f muda o valor do bit z se, e somente se,
xVy=1. Além disso, é trivial obtermos os valores originais de x, y e z, pois x
e y fazem parte dos valores que saem da porta. E evidente que f é uma bijecao,
de modo que f é reversivel. A tnica diferenca é que estamos armazenando
informagoes a mais, o suficiente para sermos capazes de obter z e y (e z) a
partir de f(z,y, 2).

Entao existe uma matriz unitaria U; que “implementa” a funcao f. Dado
um registrador |¢) 1= |z) ® |y) ® |2), onde |x), |y) e |2) sdo qubits, a porta Uy
leva |¢) ao estado |¢/) = |z) ® |y) ® |z @ (z V y)). Serd mais conveniente
usarmos a seguinte notagao: dado um registrador |¢) = |z, y, z), a aplicacao
de Uy a |¢) leva o estado deste registrador a |¢') = |3:, Y, 2@ (Vv y)> Veja que
estamos simplesmente separando os qubits individuais por virgulas. Na verdade,
podemos utilizar essa notagao para separar grupos arbitrarios de qubits num
registrador, quando isso for conveniente.

O “truque” de carregar informacgoes a mais nas aplicagoes de portas logicas
pode ser utilizado para transformar qualquer porta légica do modelo cléssico
numa porta reversivel e que, portanto, pode ser implementada por uma matriz
unitaria no modelo quantico.

Na verdade, Bennett [Ben73] mostrou que qualquer circuito no modelo clés-
sico pode ser convertido em reversivel, ou seja, num circuito cujas portas sao
todas reversiveis, e mostrou que isso pode ser feito com um aumento no maximo
polinomial no tamanho do circuito, isto é, no niimero de portas utilizadas. Para
mais detalhes, consulte o apéndice E.

1.4 Circuitos quanticos

A notacao para circuitos apresentada na secao sobre qubits se estende facil-
mente para circuitos operando sobre multiplos qubits. Por exemplo, a figura 1.5
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mostra um circuito operando sobre 3 qubits e com uma unica porta, dada pela
matriz Uy implementando a versao reversivel da operacao légica “ou”. De acordo
com nossa especificacdo de Uy, temos |2') = |z), [y) = [y) e |2/) = |z @ (z Vy)).

ly) Uy ly')

Figura 1.5: Circuito com porta “ou” reversivel.

Considere agora o circuito ilustrado na figura 1.6. Veremos tal circuito mais
adiante quando apresentarmos o problema de Deutsch. Por enquanto, vamos
apenas analisar o estado do registrador a cada aplicacao de porta. Considere o
registrador |¢) de 2 qubits formado pelos qubits |z) e |y). Suponha que o estado
inicial de |¢), antes da aplicacao do circuito, é |p) = |x) ® |y).

Apés a aplicagdo da primeira “camada” de portas do circuito, isto é, apds
a aplicacdo de H a cada um dos qubits, o estado do registrador serd |¢') =
(Hlz)) @ (Hly)) = (H ® H)(|z) @ |y)) = (H ® H)|¢), pelas propriedades
do produto tensorial. Podemos resumir isso informalmente: se numa dada
“camada” do circuito tivermos varias portas, cada uma operando sobre um certo
conjunto de qubits, entao a transformacao unitaria aplicada ao registrador é
dada pelo produto tensorial de cada uma das portas.

Agora aplicamos a segunda “camada” de portas ao registrador, obtendo o
estado |¢") := Ur|¢’). Finalmente, apds a aplicacdo da terceira “camada”, isto
é, apds a aplicagao de H ao qubit |z), o estado do registrador sera |¢") :=
(H ® I)|¢"). Resumindo: se, numa camada, nenhuma porta opera sobre um
dado qubit, entao o termo do produto tensorial referente a tal qubit é a matriz
identidade.

o) (] B I
Uy
ly) (H | ly")

Figura 1.6: Circuito para o problema de Deutsch.

Seja V; € C**? uma matriz unitdria. Entao a notagdo utilizada no circuito
da figura 1.7 indica que o operador V; deve ser aplicado ao qubit |y) se, e
somente se, |z) = |1). Em outras palavras, o circuito da figura 1.7 é equivalente
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ao circuito da figura 1.8, onde

10 0 O
’ . 01 0 0 L V11 V12
Vi 0 0 vy V2 e V= ( Vg1 U2 ) '
0 0 vy wa

A porta indicada no circuito da figura 1.7 é chamada porta V; controlada por |x).

|z) flx

ly) —Vi— ¥)

Figura 1.7: Circuito com porta V; controlada por |z).

|z) ')

ly) 1Y)

Figura 1.8: Circuito equivalente ao da figura 1.7.

1.5 Teorema do no-cloning

Nao existe uma transformagao que copia (clona) o estado de qualquer qubit
para outro. Note que, se isso fosse possivel, poderiamos copiar o estado desse
qubit antes de realizarmos uma medicao, de modo que teriamos uma medigao do
qubit e ainda assim teriamos uma copia intacta. Mais que isso, se tivéssemos um
nimero ilimitado de cépias de um qubit desconhecido, poderiamos determinar
seu estado quantico com precisao arbitraria.

Teorema 1.6 (No-cloning). Nao existe uma transformagao unitdria U tal

que U, 0) = |1, ¢) para qualquer qubit |1)).

Demonstracao. Suponha que tal U existe. Sejam |a),|5) qubits ortogonais.
Temos Ula, 0) = |a, a) e U|3,0) = |5, 8). Seja |1 = (ja) + |3))/v/2. Entéio

i(U|a,()> + U|3,0))

UR0) = U | = (lo0)+ 18.0))| = =

%

= 7(|04 L) + 13, 3)).
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Porém, temos também U|v,0) = |7,7) = 3 (|o, @) + |, B) + |3, &) + |5, 8)).

Como |a) e |f) sdo vetores ortogonais, os elementos do conjunto
B = {|Oz, a), |la, B), |5, ), |ﬁ,ﬁ)} sao mutuamente ortogonais (lembre-se que
(P, 0], ") = (&) (¥|Y')) e entdo B é uma base para Hy, de modo que todo
vetor deste espaco pode ser escrito de uma tnica forma como combinacao linear
dos elementos de B. Mas entao

1
U‘770> = E(laa a> + ‘ﬁaﬁ))
1
# 5l a) + e, B) +18,0) +18,8)) = Ulr, 0),
uma contradicao. O

Vamos provar uma limitacao acerca de transformacoes “de cépia™

Proposicao 1.7. Sejam U uma transformagdao unitdria e |Y), |¢) qubits distin-

tos. Se Uy, 0) = [¢, ) e Ul$,0) = |, ), entio (¢[¢) = 0.

Demonstragio. Primeiro notamos que (10, 1|p, ¢) = (1]¢)*. Além disso, temos

(W ¥)p,0) = [U,0)]"[U]8,0)] = [[v,0)"U*][Ul¢,0)] = [,0)"|¢,0)
= (¥,0[6,0) = (¥[)(0]0) = (¥|¢).

Com isso, (1h|¢)* = (1|@) e portanto (1h|¢) s6 pode ser 0 ou 1. Porém, como
Il = ||@ll = 1, o produto interno de ) e |¢) s6 pode ser 1 se [¢) = |¢). Como
esse nao ¢ o caso, segue que (P|p) = 0. O

E importante observar que tipo de cépia o teorema do no-cloning proibe.
Por exemplo, é possivel clonar um estado quantico conhecido. O que o teorema
nos afirma é que é impossivel que uma transformacao copie um estado quantico
arbitrario.

Proposicao 1.8. Seja 1) um qubit. Entao existe uma operagao unitdria Uy
tal que Uy |1, 0) = [, 9).

Demonstragio. Seja |ih) == a|0) 4+ 5]1). E facil ver que

Mw=1®<g Zf)

¢é unitaria e satisfaz a afirmacao. O]
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1.6 Emaranhamento quantico

Considere um registrador de 2 qubits |¢)) no estado
1
V2

Se fizermos uma medi¢ao do primeiro qubit em relacao a base padrao, obtere-
mos |0) com probabilidade 1/2 e |1) com probabilidade 1/2. No primeiro caso,
|1) passa a valer |00) e, no segundo, |11). Com isso, uma posterior medi¢do no
segundo qubit ja tem seu resultado determinado, isto é, com probabilidade 1
obteremos |0) no primeiro caso e |1) no segundo. Os qubits neste estado nao
sao independentes ou nao tém identidade propria.

) = —=(]00) + [11)).

Isso nao ocorre, entretanto, se |1)) estivesse no estado

(]00) + [01) + [10) + |11)),

N[ —

isto é, o resultado de uma medicao do primeiro qubit nao afeta o resultado de
medicoes no segundo qubit realizadas posteriormente.

Em geral, se o estado de |¢) puder ser escrito como o produto tensorial de
dois qubits, entdo estes “tém identidade prépria”. Suponha que [1) = [11)®|1),
onde |¢1) = apl0) + aq|l) e ) = [ol0) + (1]1) s@o qubits. Se medirmos
o primeiro qubit com relagdo a base padrao, obtemos |0) com probabilidade
laoBo)” + | Bi]” = |aw|” e 0 novo estado de [¢) serd [0) ® [1,); obtemos |1) com
probabilidade |a; fo|” + |a181]* = |on|? e |1) passa a ser [1) @ [1)5).

Ja se |1) nao puder ser escrito como produto tensorial de dois qubits, eles
demonstram um comportamento semelhante ao caso de |®T) mostrado acima.
Note que |®*) nao pode ser escrito como produto tensorial de dois qubits.

Seja [1) um registrador com n qubits, isto é, [¢) € Han := Q) Ha. Se [¢))
nao pode ser escrito na forma [¢) = @, |[¢;), onde [¢;) é um qubit para
1 <i < n, entdo |[¢) é chamado de estado emaranhado (entangled state).

Exemplo 1.9 Tome a seguinte matriz de dimensao 2", para n > 1:

(4 %)

onde I ¢é a matriz identidade de dimensao 2"~ ! e S é a matriz de mesma dimen-
sao contendo 0’s em todas as entradas exceto na diagonal secundaria, onde S
tem 1’s.
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E facil ver que E é unitaria:

s I s

s+ -1 )\ S I

I+58% 0 L (20 0

0 I+82) " 2\ 0 21 )"

que é justamente a matriz identidade de dimensao 2".

1
E'E = -

2
1
2

Agora observe que E, aplicada no vetor basico |0"), gera o estado ema-
ranhado %(!0”) + 1")). J4 aplicada em [1"), gera o estado emaranhado

7107 = 11m)).

Um registrador de 2 qubits no estado |®*) é dito um estado EPR, ou par
EPR, onde EPR é uma abreviacao para Einstein, Podolsky e Rosen, fisicos que
contestaram a validade desta formulagao da teoria quantica, ja que esta possibi-
litava situacoes aparentemente paradoxais, que violam principios fundamentais
da teoria da relatividade.

A existéncia de estados quanticos emaranhados é a principal razao pela qual
computadores quanticos nao podem ser facilmente simulados eficientemente por
computadores cldssicos (mesmo no modelo probabilistico). De fato, se todo re-
gistrador quantico com n qubits pudesse sempre ser escrito como o produto
tensorial de n qubits, entao bastaria armazenar classicamente 2n nimeros com-
plexos por registrador quantico. Entretanto, é uma conseqiiéncia da existéncia
de estados emaranhados que nem sempre podemos dividir um estado quantico
em suas “partes componentes” e operar nestas separadamente. Assim, para ar-
mazenar classicamente o estado de um registrador quantico de n qubits, parece
ser necessario armazenar 2" nimeros complexos.

29



Capitulo 2

Algoritmos quanticos

Estudaremos agora conceitos fundamentais sobre algoritmos no modelo
quantico. Comecamos mostrando o paralelismo quantico, técnica essencial para
o projeto de algoritmos eficientes. A seguir, formalizamos o conceito de medida
de tempo consumido por um algoritmo neste novo modelo de computacao. Fi-
nalmente, apresentamos alguns exemplos simples de algoritmos, como os que
resolvem os problemas de Deutsch, de Deutsch-Jozsa e de Simon.

2.1 Paralelismo quantico

Considere um registrador com n qubits no estado

2" —1

) = Z o).

=0

A aplicacao de uma matriz unitaria U de dimensao 2" sobre este registrador

produz
1 -1
#) = Ul¢) =U (Z aim) = 3 alli),
i=0 i=0
isto é, uma unica aplicagao de U realiza um nimero exponencial de operagoes
em estados bésicos. Este fenomeno é chamado de paralelismo quantico (quantum
parallelism).

Usualmente, a matriz de Hadamard, dada por (1.3), é utilizada para gerar
num registrador um estado quantico contendo a superposicao de todos os estados
bésicos, todos com a mesma amplitude.

Seja H, = ®;.L:1 H, onde H é a matriz de Hadamard, como definimos

m (1.3). Chame H,, de matriz de Hadamard de ordem 2". Note que a aplicagao
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de H, a um registrador ¢ feita simplesmente pela aplicacao de H a cada qubit
individual do registrador. Abaixo ilustramos o uso dessa transformagao.
Exemplo 2.1 Seja f:{0,...,2" —1} — {0,...,2™ — 1} uma fungao. Con-
sidere um registrador |¢) com n+m qubits, formado por dois sub-registradores,
um com n qubits contendo |a), para algum 0 < a < 2", e outro com m qubits
contendo |b), para algum 0 < b < 2™, ou seja, |¢) é o produto tensorial de |a)
e |b): |¢) = |a,b). Seja Uy uma matriz unitaria de dimensao 2"*™ tal que
Utla,b) = |a,b® f(a)).

Denote por I,,, a matriz identidade de ordem 2™. Partindo do registrador |¢)
inicializado com o estado bésico |0,0), aplicamos H,, sobre o primeiro sub-
registrador, isto é, aplicamos o operador H,®I,, sobre o registrador |¢), obtendo

(H, ® 1,)]0,0) = (H,|0)) ® (I,]0)).

Nao é dificil ver que

e - (&2)(©4) - &

- F®W = 5 3w
=

= & 2% |2). (2.1)

Entao
1 2"—-1 1 21
(H, ®1,)]0,0) = (E;m) ®0) = E;M,O).

Agora aplicamos Uy a |¢) uma tnica vez, para obter

1 2n—1 1 an—1
U | — z,0 = — Uslz,0

2" —1 2" —1

1 1
= Emzzo}x,O@f(x» = EFO

z, f(x)).

Observe que, com uma unica aplicacdo de Uy o valor de f(z) foi calculado para
todo 0 < x < 2™,

Vale lembrar que a medicao de um registrador como descrito acima causa o
colapso deste em um tnico estado basico, justamente o que é obtido na medicao.
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Desta forma, apesar de o estado do registrador conter o valor de f(x) para todo
0 <z < 2™, podemos obter um tinico valor da funcao. Além disso, nao podemos
nem escolher para qual x obteremos f(z), j4 que o resultado da medigao é
probabilistico. E preciso entao desenvolver operacoes unitarias que manipulem
de forma inteligente as amplitudes dos estados basicos para que se possa usar
eficientemente o paralelismo quantico.

Exemplo 2.2 (Mudanca de sinal) Sejam f e Uy como no exemplo acima
e tome m = 1. Seja |r) um registrador com n qubits. Vamos mostrar como
realizar a operacao V; dada por

Vile) = (=1)la),
que muda o sinal da amplitude dos estados bésicos |x) para os quais f(z) = 1.

Para tanto, utilizaremos um qubit adicional, no estado %(|0> — (1)), que
¢ facilmente obtido através da aplicacao da transformacao de Hadamard ao
estado bésico |1). Este qubit é “concatenado” ao registrador |z) através do
produto tensorial, formando

1
)@ | 5(00) = 1))] = 5 (1.0} = 12.1).
Aplicando Uy a este estado obtemos
Uy {%(M,O) |z, 1) } “x f(z >—‘x,1@f(a:)>}.

Se f(z) =0, o estado anterior é

i[|x,o> ~lr1e0) =

7 (|x,0) — |x,1))

= o {we 00 -m)]}
Jé se fz) =
1

Sl n-lren] = (00 —le.1)

= 1 {me 00 -m)]}
Ou seja,

v {i) o | 250 - )| b= o/ {in e | -]} @2

como queriamos.

Sl
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2.2 Medida do consumo de tempo

Para medirmos o consumo de tempo de um algoritmo no modelo quan-
tico, vamos analisar o circuito equivalente a sua execucgao para cada instancia
possivel. Essa formulacao baseada em circuitos é igualmente valida para o mo-
delo classico. Mais adiante discutimos alguns aspectos de precisao que surgem
apenas no modelo quantico.

Suponha que um algoritmo A resolve um certo problema e seja I uma
instancia desse problema. Seja m o tamanho de [, isto é, suponha que I pode
ser codificada com n qubits. A execucao de A sobre I equivale a um circuito C
que tem os qubits de I como entrada. Precisamos fazer algumas exigéncias
acerca de C. Fixe um inteiro k£ > 2. Exigimos que:

(i) dado I, exista um algoritmo polinomial em n capaz de construir o cir-
cuito C equivalente a execucao de A sobre [;

(ii) cada porta do circuito C opere sobre, no méaximo, k qubits.

Satisfeitas essas exigéncias, diremos que o consumo de tempo do algoritmo A
para a instancia I é o tamanho de C, isto é, o nimero de portas do circuito.

A exigéncia (i) apenas impede que o algoritmo usado para construir o cir-
cuito C utilize tempo superpolinomial. De fato, se nao impuséssemos limitagoes
para o consumo de tempo desse algoritmo de construgao, o tamanho do cir-
cuito C poderia ser até mesmo constante.

Ja a exigéncia (i) garante que cada passo da computagao é feito localmente.
Em outras palavras, cada porta do circuito opera sobre O(1) qubits. Como o
consumo de tempo do algoritmo é o nimero de portas do circuito, estamos
simplesmente dizendo que cada passo do algoritmo “custa” O(1).

Tudo que foi discutido até aqui pode ser aplicado ao modelo classico. Mas,
no modelo quantico, pode surgir a seguinte questao: dentre todas as portas que
operam sobre no maximo k qubits, quais delas podemos utilizar no circuito,
ou seja, quais delas sao fisicamente realizaveis? Esse problema nao aparece no
modelo classico pois o nimero de portas que opera sobre no maximo k bits
é finito. Porém, no modelo quantico, o nimero de portas operando sobre no
maximo k qubits nao so ¢é infinito, como também é nao-enumeravel.

A resposta para essa questao vem da existéncia de portas quanticas univer-
sais. Em outras palavras, existe um conjunto de portas quanticas, que chama-
remos de familia universal de portas quanticas, capaz de “simular” a aplicagao
de qualquer matriz unitaria. Vamos formalizar melhor esse conceito.

Seja U uma matriz unitdria operando sobre no maximo k qubits. Ou seja,
a dimensao de U é m := 2!, com | < k. Entdo para todo ¢ > 0 existe um
circuito quantico, utilizando somente as portas de uma familia universal de
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portas quanticas, cuja aplicacdo equivale a transformagao unitéria U’, sendo
que ||U — U'|| < e. Ademais, tal circuito tem tamanho polinomial em 1/e.

Em outras palavras, se tivermos em maos um computador quantico equi-
pado com uma familia universal de portas quanticas, podemos simular com pre-
cisao arbitraria qualquer transformacao unitaria operando sobre no maximo k
qubits. Nao vamos considerar a influéncia de erros a cada passo do algoritmo.
Para mais detalhes, veja as notas de aula de Preskill [Pre04] e o artigo de Berns-
tein e Vazirani [BV97].

Portanto, podemos utilizar qualquer porta quantica operando sobre no ma-
ximo k qubits.

2.3 O problema de Deutsch

Dizemos que uma funcao f é dada como uma caiza preta se s podemos obter
informagoes acerca de f através de sua aplicacao a elementos de seu dominio.
O problema de Deutsch, também conhecido como problema XOR de Deutsch,
consiste no seguinte:

Problema 2.3 (XOR de Deutsch) Seja f : {0,1} — {0,1} uma funcao
dada como uma caixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se f(0) # f(1).

Se f(0) = f(1), dizemos que f é constante. J& se f(0) # f(1), dizemos
que f é balanceada.

Para se resolver o problema com certeza no modelo cléssico, sao necessa-

rias duas aplicagoes de f: é preciso usar a caixa preta de f duas vezes, para
as entradas 0 e 1. Ja no modelo quantico, este problema pode ser resolvido
satisfatoriamente utilizando-se apenas uma chamada a caixa preta. Primeiro
mostramos a solucao original dada por Deutsch, que dé a resposta certa com
probabilidade 1/2 e nao dé resposta alguma com probabilidade 1/2. Depois
mostramos uma, solucao melhorada, dada por Cleve, Ekert, Macchiavello e
Mosca [CEMM98], que sempre da a resposta certa.
Solucao 2.4 (Deutsch) Seja Uy a transformac@o unitaria de dimensao 4 que
leva |z,y) a |z, y® f(x)> No modelo quantico, Uy é a nossa caixa preta. Tome
um registrador |¢y) com 2 qubits inicializado com [0, 0) e aplique a transforma-
¢ao de Hadamard no primeiro qubit, obtendo

61) = (H®I)(|0)®]0))

— {%(\O)er)} ®10) = %(!0,0>+!1,0>>-
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Com uma tnica aplicagao da caixa preta Uy a |¢;), obtemos o estado
02 1= Uplon) = —= (10.£0)) + [1. 1)),

Aplicamos agora Hs sobre |¢y) para obter |¢3). Lembrando que

11 1 1
111 -1 1 -1
=511 121 1 |
1 -1 -1 1
temos
1 |1
62) = 75 [5 (10.0) + (=1 10,1) + [1,0) + (~1)/”11,1))
1
# 3 (0.0 + D01 - [10)+ (-1 1,) |
e portanto

o) = 5 [10.00+ 5 (17 4 (-)"W) .1
((_1)f(0) + (_1)f(1)+1> 1, 1>}

N | —

+

Assim, se f é constante, entao f(0) = f(1) e f(0) # f(1) + 1 (mod 2), de

modo que
69 = 5 (10.0)+ (-1/po.).

Ja se f é balanceada, entao f(0) # f(1) (mod 2) e f(0) = f(1) + 1 (mod 2),
de forma que

3 = 5 (10.0)+ (<)1),

Fazemos agora uma medicao do segundo qubit. Se obtivermos |0), perdemos
nossos céalculos. Mas com probabilidade 1/2 obteremos |1). Neste caso, ocorre
um colapso no registrador, que estard no estado |0,1) se f é constante ou no
estado |1,1) se f for balanceada. Assim, uma medigdo do primeiro qubit nos
fornece o resultado correto.

Solugao 2.5 (Cleve, Ekert, Macchiavello e Mosca) Considere novamente
a transformacao Uy como nossa caixa preta e um registrador |¢o) com 2 qubits
inicializado com 0, 1).
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0) —H] (H— [f(0) @ f(1))
Uy
1) —{H] ')

Figura 2.1: Circuito para o problema de Deutsch

O circuito quantico ilustrado na figura 2.1 mostra o algoritmo que resolve
o problema de Deutsch. Acompanhe a seguir o funcionamento do algoritmo:

Primeiro aplicamos a transformagao de Hadamard aos 2 qubits do registra-

dor, obtendo
[CRIDEICEN]

N | —

61) = Hslgo) = (H|0)) @ (H|1)) =

) %[|0>®<|0>_|1>>]+%[|1>®(\o>—|1>)].

Neste ponto a caixa preta Uy é aplicada a |¢1) para obtermos |¢s):

02) = Uplor) = %{Uf@m@(|o>—|1>)]}+%{vf{|1>®(|o>_|1>)”.

Ja vimos em (2.2) do exemplo da pagina 32 que a aplicagao de Uy a um regis-
trador contendo |¢) = |z) @ (|0) — 1)), onde x € {0, 1}, resulta em (—1)7@)|¢).

Assim,
62) — §{<—1>f<0>[|0>®(\o>—|1>)]}+§{<—1>f<”@1>®(ro>—|1>)]}
— 5| (o + o) e (0 - )]
_ %{((_1)1‘(0)1@ + (=1 D=1 O(=1)O)) @ (o) - |1>)}
(_1)f(0)

= S0 (o4 v o=om) o (10 - ),

_ (_1)f(0){ {%(m +(—1)f<0>@f(1>|1>)} ® {%(m - |1>>} }

Agora podemos aplicar a transformacao de Hadamard ao primeiro qubit
de |¢9) para obter

|fs) := (H ® I)| o) = (—U“‘”{ {If(@) ® f(1)>} ® [ 12 (|0> -~ |1>)] }

S
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Uma medigao do primeiro qubit de |¢3) fornece agora o valor de f(0)® f(1)
e portanto o algoritmo descobre com certeza se f é constante ou balanceada
através de uma tnica aplicacao da caixa preta.

2.4 O problema de Deutsch-Jozsa

Deutsch e Jozsa propuseram mais tarde uma generalizacao do problema de
Deutsch, que descrevemos a seguir.

Seja f : {0,1}* — {0,1} uma fungdo. Dizemos que f é constante se
f(z) = f(y) para todos x,y € {0,1}" e que f é balanceada se |Fy| = |F}i|, onde
F.:={z€{0,1}": f(z) = 2} para z =0, 1.

O problema de Deutsch-Jozsa consiste no seguinte:

Problema 2.6 (Deutsch-Jozsa) Seja f : {0,1}" — {0, 1} uma funcao dada
como uma caixa preta, com a garantia de que f é constante ou balanceada.
Determine se f é constante ou balanceada.

A solugao original proposta por Deutsch e Jozsa faz duas chamadas a caixa
preta Uy, que ¢ a transformacao que leva |z, y) a |z, y® f (a:)> Vamos apresentar
um algoritmo devido a Cleve, Ekert, Macchiavello e Mosca [CEMMO98], que faz
apenas uma chamada a caixa preta Uy para resolver o problema. O algoritmo
segue de perto a solucao exata do problema XOR.

Comegamos com um registrador |¢g) de n+1 qubits inicializado com |0™, 1),
ou seja, os n primeiros qubits valem |0) e apenas o tultimo tem o valor |1).
Aplicamos a transformacao de Hadamard a cada um dos n + 1 qubits de |¢y),
obtendo

|61) = (Ha® H)ldo) = (Hal0)) ® (H|1))

— [\/%2;1|x> ®(|0>—I1>> = \/12—71 ['1‘)@('0)_”»}

Agora aplicamos a caixa preta Uy a |¢q):

62) = Upler) = %%U{MWO@—M

2" —1

= = X e (0~ ).

=0

Observe que novamente utilizamos o que foi mostrado em (2.2) no exemplo da
péagina 32.
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Temos assim

o) = = 2 (-0 fiov o (10 - )]

1 2n—1 .
- [ﬂ_ (=1 le) @ (10 = 1),

A partir deste ponto passamos a ignorar o ultimo qubit do registrador, e
consideraremos apenas

2" —1

) = 5 ()

Aplicamos a transformacao de Hadamard a cada um dos n primeiros qubits
de |¢9) para obter

2" —1

1
|3) := Hulg2) = \/Q—RZ ””)Hnlw>=\/2—n Y. (“1)/VH,z).

ze€{0,1}m

Nao é dificil ver que, para qualquer x € {0,1}", temos

j2_n S )Ty, (2.3)

ye{0,1}

H,|r) =

n—1 7 ~ .
onde z -y = P, 7;y; e © ¢é a operagdo ou-exclusivo.
Desta forma, temos

—_

fs) = > (=1 \/_ > (=1)"y)

ze{0,1}™ ye{0,1}n

> (—1)f@sE),),

w7ye{071}n

M E'
3

Observe que a amplitude o do vetor bésico |0) é
B (—1)/@
¥ = Z “on
ze{0,1}m

Assim, se f é constante, entdo ag = (—1)/() e portanto |¢3) = (—1)/@|0). J4
se f é balanceada, entdo oy = 0. Podemos entao medir os n qubits de |¢3)
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para descobrir se f é balanceada ou constante: se todos os qubits do registrador
valerem |0), entdo f é constante; caso contrario, f é balanceada.

O algoritmo apresentado acima resolve o problema de Deutsch-Jozsa com
apenas uma chamada a caixa preta de f. E claro que, para um computador
deterministico resolver o mesmo problema exatamente, sao necessarias no pior
caso 2" ! +1 chamadas a f e portanto esse problema nao pode ser resolvido em
tempo polinomial no modelo deterministico. Entretanto, no modelo probabilis-
tico, existe um algoritmo, descrito a seguir, que resolve o problema em tempo
polinomial se for permitido um erro unilateral arbitrariamente pequeno.

Considere um algoritmo probabilistico que inicialmente sorteia n nimeros
inteiros x1, ..., x, tais que 0 < x; < 2" para todo 7. Depois sao feitas n chama-
das a caixa preta: para cada i, fazemos y; = f(x;). Finalmente, verificamos se
i = vy;r1 parat = 1,...,mn — 1. Se este for o caso, entao o algoritmo responde
que f é constante. Caso contrario, o algoritmo responde que f é balanceada.

Note que, se o algoritmo afirma que f é balanceada, entao f com certeza
¢é balanceada. Entretanto, pode ser que o algoritmo afirme que f é constante
mesmo que f seja balanceada. Vamos medir a probabilidade de ocorréncia
desse evento, ou seja, de o algoritmo responder que f é constante sendo que f
¢ balanceada.

Fixada uma fungao f balanceada, temos uma bipartigao { Fy, F; } de {0,1}"
com |Fy| = |Fi|, como na definicdo de fun¢ao balanceada acima. Para i =
1,...,n, defina a variavel aleatoria X; com valor 0 se x; € Fy e 1 se x; € Fj.
E claro que P[X; = 0] = P[X; = 1] = 1/2 para todo 4, j& que |Fy| = |Fy|. A
probabilidade de o algoritmo responder que f é constante é

¢ = P[X;=0X,=0,.... X, =0]+P[X; =1,X,=1,..., X, =1]

- - 1 1 1

de modo que ¢ < 1/2sen > 2 e portanto o problema de decidir se f é balanceada
esta na classe de complexidade RP, que sera apresentada na parte II deste texto.

Vamos mostrar agora uma variante do problema de Deutsch-Jozsa proposta
por Bernstein e Vazirani [BV93].

Dado a € {0,1}", considere a funcao f, : {0,1}" — {0,1} dada por
fa(x) :== x - a. Suponha que a funcdo f, é dada como uma caixa preta. O
problema consiste em determinar a.

Note que f, é constante se a = 0" e f, é balanceada caso contrario (mas
nao é verdade que, se f é garantidamente constante ou balanceada, entao f é
igual a f, para algum a € {0,1}").

A solugao dada por Cleve, Ekert, Macchiavello e Mosca [CEMM98] para
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essa variante do problema é quase idéntica ao algoritmo que resolve o problema
de Deutsch-Jozsa. Em particular, o algoritmo faz uma tnica chamada a caixa
preta Uy,. Considere o registrador |¢3) obtido como naquele algoritmo:

1 1
- _1\/@&(=y) - _1)(@a)®(zy)
6) = & 3 ()R = LS (Cpyeasea,
x7ye{071}n xvye{ovl}n
1 z-(a
= o > (=) y).
z,ye{0,1}7

Observe que a amplitude do estado bésico |a) é

S DSV

ze€{0,1}m

e portanto |¢3) = |a). Portanto, basta medir os n qubits do registrador para se
obter a.

2.5 O problema de Simon

Seja f : {0,1}" — {0,1}" uma funcdo. Dizemos que f é dois-para-um
se existe um vetor s € {0,1}", s # 0", tal que, para quaisquer z,z’ € {0,1}",
x # 2/, tivermos f(x) = f(2') se, e somente se, ¥’ = x @ s.

O problema de Simon, também conhecido como problema XOR de Simon,
consiste no seguinte:
Problema 2.7 (Simon) Seja f : {0,1}" — {0,1}" uma fungao dada como
uma caixa preta, com a garantia de que f é bijetora ou dois-para-um. Determine
se f é bijetora ou dois-para-um. Caso f seja dois-para-um, determine também
o vetor s como especificado na definigao acima.

A solugao proposta por Simon [Sim97] resolve o problema em tempo espe-
rado polinomial. O algoritmo consiste essencialmente em algumas repetigoes do
procedimento HADAMARD-TWICE, que descrevemos a seguir.

Seja |¢o) um registrador de 2n qubits inicializado com |O”, O”>. Aplique a
transformacao de Hadamard a cada um dos n primeiros qubits de |¢o), para
obter

1
z€{0,1}"

Aplicamos agora a caixa preta Uy, que leva |z,y) a |a:, y D f(:v)>, a |¢1):

62) = Uf|¢1>=¢% S o f@).
ze{0,1}m
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Mais uma vez aplicamos a transformacao de Hadamard a cada um dos n pri-
meiros qubits, obtendo, de acordo com (2.3) da pégina 38,

65 = (Ha® L)los) = o S (~1)]y. f(@)).

z,y€{0,1}"

Faga agora uma medigao de |¢3) para obter um par (y, f (Jc)) O procedimento
HADAMARD-TWICE devolve entao o vetor y observado.

Antes de descrever o algoritmo de Simon, vamos calcular as amplitudes dos
estados basicos no vetor |¢3) acima. Suponha que f é bijetora. Entao todos
os possiveis estados |y, f(m)> da superposigao |¢3) sao distintos e tém a mesma
amplitude, que é 1/2.

Agora considere o caso em que f é dois-para-um e seja s o vetor tal que
f(@) = f(&') & o/ = 2@ s. Entdo os estados |y, f(z)) e |y, f(z @ s)) sdo
identicos e, portanto, sua amplitude total é

1
afr.y) = 5 (D7 + (=),
Se s-y =0 (mod 2), entao (zP®s)-y = (z-y)®(s-y) (mod 2) e, portanto, (x &
s)-y=z-y (mod 2), de modo que a(z,y) = +1/2""!. Caso contrério, ¢ 6bvio
que a(x,y) = 0. Assim, um vetor y devolvido pelo procedimento HADAMARD-
TWICE com certeza satisfaz s -y =0 (mod 2).

O algoritmo de Simon repete o procedimento HADAMARD-TWICE até ob-
ter vetores v, ..., y,_1 linearmente independentes. Apds a obtencao de vetores
Y1,--.,Yn_1 linearmente independentes, o algoritmo resolve o sistema de equa-
goes s+ y; = 0 (mod 2) para todo 1 < i < n — 1. O subespago das solugoes
deste sistema tem dimensao 1 (consulte [MKO01| para um estudo mais detalhado
acerca de espagos vetoriais definidos sobre corpos finitos) e portanto contém um
tnico vetor nao-nulo. O algoritmo encontra tal vetor s* e, se f(0") = f(s*),
devolve a resposta “dois-para-um”; senao, devolve “bijetora”.

Resta provarmos agora que o nimero esperado de repeti¢coes do procedi-
mento HADAMARD-TWICE ¢ polinomial em n. Vamos fazer a andlise do caso
em que f é dois-para-um. A analise do caso em que f é bijetora é completamente
analoga.

Para cada 1 < i < n — 1, defina a varidavel aleatoria X; da seguinte forma.
Suponha que ¥, ...,y;_1 sao os vetores linearmente independentes obtidos até
um dado instante. Entao o valor de X; é o niimero de vezes que o procedimento
HADAMARD-TWICE ¢ chamado até que se obtenha um vetor y; que nao seja
combinacgao linear de yy,...,y;_1. E claro entdo que a variavel aleatéria X
definida como ), X; é justamente o ntiimero total de chamadas ao procedimento
HADAMARD-TWICE até a obtencao de n — 1 vetores linearmente independentes.
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Fixe i. E claro que X; segue a distribuicao geométrica com parametro p,
onde p é a probabilidade do vetor devolvido por HADAMARD-TWICE nao ser
combinagao linear de y,...,y;—1. Ja observamos que o espaco amostral dos
vetores que podem ser devolvidos pelo procedimento é S :={y € Zy : s-y =0
(mod 2)} e que a distribui¢ao de probabilidade nesse espago ¢ uniforme. Como
s # 0™ e S é justamente o subespaco das solugbes do sistema s-y =0 (mod 2),
entao S tem dimensao n — 1 e, portanto, 2"~! elementos. E claro também que
o conjunto de todos os vetores de S que sao combinacgao linear de yq,...,y;_1
tem cardinalidade 2°=! (note que {y1,...,y;_1} € S). Desta forma, temos que

27171 - 22'71 B 2i71<2n7i o

D _ 202" 1),

b= 2n—1 o 2n—1
Mas entao
E[X]=1/p= o — <2,
n—t 1 —
pois1 <i<n-—1.
E imediato que
n—1 n—1

Portanto o tempo esperado de execucao do algoritmo de Simon é
O(nTy(n) + nG(n)), onde Ty(n) é o tempo de execugdo da caixa preta Uy
e G(n) ¢é o tempo necessério para se resolver um sistema linear com n incégnitas
e n — 1 equacoes, sobre o espaco vetorial Z7. Observe que estamos contabili-
zando o tempo para verificar se um conjunto é ou nao linearmente independente
através da funcao que resolve sistemas lineares.

E evidente que o algoritmo pode nunca terminar. Mas é muito facil converte-
lo em um algoritmo que sempre termina, mas que dé a resposta com uma proba-
bilidade limitada de erro. Basta fixar o nimero de chamadas ao procedimento
HADAMARD-TWICE e, caso nao se obtenha n — 1 vetores linearmente indepen-
dentes com este nimero de chamadas, dar uma resposta qualquer.

Brassard e Hgyer [BH97| apresentaram um algoritmo que sempre produz a
resposta certa para o problema de Simon e cujo tempo de execucao é polinomial
no pior caso.
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Capitulo 3

O algoritmo de fatoracao de Shor

O algoritmo de Shor resolve o problema da fatoragao de inteiros em primos
e consome tempo polinomial no tamanho da entrada. Apresentamos a seguir o0s
detalhes fundamentais do funcionamento deste algoritmo.

3.1 Visao geral do algoritmo

O algoritmo de Shor [Sho97] é um algoritmo quantico que, dado um in-
teiro m composto impar que nao é poténcia de primo, devolve um fator de n
com probabilidade limitada de erro.

As restrigoes para o valor de n nao representam problema algum. De fato, é
trivial encontrar um fator de um nimero par. Além disso, é facil desenvolver um
algoritmo eficiente que decide se n = a*, para inteiros a e k > 1, e que devolve a
e k neste caso. Podemos, por exemplo, utilizar a idéia ingénua de, para cada k
desde lg n até 2, usar busca binaria para determinar se existe um inteiro r tal que
r* = n. Uma andlise superficial mostra que o consumo de tempo deste algoritmo
é O((lg n)ﬁ), que ¢ polinomial em Ign. Existem algoritmos muito melhores para

resolver este problema, como o apresentado por Bernstein [Ber98].

Ademais, podemos verificar em tempo polinomial se n é composto, utili-
zando o algoritmo AKS. Outra opcao é executar testes de primalidade probabi-
listicos um numero suficiente de vezes. Na pratica, isso € mais eficiente, pois os
testes probabilisticos sao, em geral, mais simples e rapidos que o AKS. O teste
de Miller-Rabin, apresentado na secao D.2, é uma 6tima escolha para esta veri-
ficagao, por ser de facil implementacao e ter complexidade de tempo O( Ig* n),
com uma constante pequena escondida pela notacao assintética.

Como n é produto de no maximo lgn inteiros, o algoritmo de Shor pode
ser utilizado para resolver o problema da fatoracao em tempo polinomial no
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tamanho da entrada.

O algoritmo de Shor baseia-se numa reducao do problema da busca de um
fator de n ao problema da busca do periodo de uma seqiiéncia. Como a redugao
utiliza aleatorizacao, é possivel que ela falhe, isto é, que nenhum fator de n seja
encontrado. Porém, a probabilidade de ocorréncia deste evento é limitada. Na
se¢ao 3.2 apresentamos essa reducao e limitamos a probabilidade de falha.

Na se¢ao 3.3, apresentamos um algoritmo quantico eficiente para a busca
do periodo da seqiiéncia gerada pela reducao. Esse algoritmo utiliza a trans-
formada quantica de Fourier, que pode ser implementada eficientemente, como
mostramos na secao 3.4.

O algoritmo de busca de periodo apresentado na secao 3.3 pode ser facil-
mente generalizado para buscar eficientemente o periodo de qualquer seqiién-
cia. Mais formalmente, dado um oraculo Uy que computa uma fungao f de
{0,...,2™ — 1} em {0, ...,2% — 1} com periodo r, a generalizagao do algoritmo
faz uma unica chamada a Uy e usa um circuito quantico de tamanho polinomial
em m para descobrir r com probabilidade limitada de erro.

3.2 Reducao a busca do periodo

Seja n um inteiro composto impar que nao é poténcia de primo. Vamos
mostrar como reduzir o problema de encontrar um fator de n ao problema de
encontrar o periodo de uma funcao. Essa reducao utiliza aleatorizacao, de modo
que precisaremos limitar a probabilidade de falha do procedimento.

Algoritmo SHOR (n)
escolha um inteiro 1 < x < n aleatoriamente
se mdc(z,n) > 1

entao devolva mdc(x, n)
seja r o periodo da fun¢ao f(a) = 2% mod n
se r for fmpar ou 2"/? = —1 (mod n)

entao o procedimento falhou
devolva mdc(z™/2 + 1, n)

N O T = W N

O algoritmo de Shor utiliza um tnico passo quantico: o calculo do periodo
da fungao na linha 4. Os demais passos podem ser efetuados em tempo polino-
mial no modelo tradicional, e portanto também no modelo quantico.
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Agora vamos mostrar que, se a reducao devolve uma resposta, ela estd
correta. Depois vamos delimitar superiormente a probabilidade de falha deste
procedimento, isto é, a probabilidade de o algoritmo terminar na linha 6.

Comecamos observando que, se o algoritmo executa a linha 3, entao o valor
devolvido de fato é um fator de n.

Ja se mde(z,n) = 1, entdo z estd em Z, o grupo multiplicativo médulo n,
de modo que o coroldrio C.22 nos garante que a funcao f(a) = 2% modn é
periddica com periodo dado pela ordem de x, modulo n. Isto é, o periodo r é o
tamanho do subgrupo de Z; gerado por x. Pelo teorema C.21,

r é o menor inteiro positivo tal que " =1 (mod n). (3.1)

Observe que, se r é par e 2'/2 Z —1 (mod n), entdo 2™/? é uma raiz qua-
drada nao-trivial de 1, médulo n. Nao precisamos verificar se z™/? = 1 (mod n),
pois 7 é o menor inteiro positivo tal que " = 1 (mod n), como ja foi notado.
Aplicando o teorema C.38, vemos que mdc(z"/? + 1,n) e mdce(2™/? — 1,n) sio
ambos fatores de n. Assim, o valor devolvido na linha 7 é, de fato, um fator
de n.

Resta limitarmos a probabilidade de falha do procedimento, ou seja, dado
um inteiro 1 < x < n escolhido aleatoriamente com probabilidade uniforme,
precisamos limitar a probabilidade de que 7, a ordem de x, mdédulo n, seja
fmpar ou satisfaca /2 = —1 (mod n) se for par.

Suponha que a fatoragao de n em primos é dada por n =[], pfi, onde p;
é primo e k; > 1 para todo i e m > 1, j4 que n nao é poténcia de primo. Para
cada i, seja n; := p;*, de modo que n = nq - - - n,,. Sejam 1 < x < n um inteiro,

r a ordem de x, médulo n,

r; a ordem de x, modulo n;,

para i = 1,...,m. Pelo corolario C.31 ao teorema do resto chinés, a equagao
2" =1 (mod n) é equivalente ao sistema

(mod ny)

l,L.T
z" (mod ny)

1
1
(3.2)

2" =1 (mod n,,).

Conforme o teorema C.21, a ordem r; de &, médulo n;, é o menor inteiro positivo
tal que 2" = 1 (mod n;). Pelo corolario C.22, temos 2" = 2™ (mod n;) se, e

T
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somente se, r = 1; (mod r;). Entado r é multiplo de r; para todo i. Segue
de (3.1) que

r=mmc(ry, ..., "n). (3.3)
Sejam ¢; e g; tais que
r; = 2%¢;, com ¢; impar, (3.4)
para1=1,...,m. E facil ver que r é impar se, e somente se, r; é impar para

todo i, isto é, se, e somente se, ¢; = 0 para todo .

Suponha agora que r; é par para algum ¢. Entao r é par. Vamos descobrir

em que condigoes temos 27/2 = —1 (mod n). Novamente, pelo corolario C.31 ao
teorema do resto chinés, a equacdo z'/2 = —1 (mod n) é equivalente ao sistema
7"/?2 = —1 (mod n,)
2= -1 d
't = mod ny
. ( ) (3.5)
2/2= -1 (mod n,y,).
Suponha que existam ¢,7 € {1,...,m} tais que ¢; > ¢;. Entdo r = 2rju para
algum inteiro u, pela equacio (3.3). Segue que 2™/ = 277 (mod n;). Mas entdo

temos /2 = 1 (mod n;), de modo que 27/ # —1 (mod n). Portanto, para
que 7 seja par e /2 = —1 (mod n), é necessério que ¢; = cy = - -+ = ¢, > 0.

Estabelecemos assim que, se o procedimento falha, entao ¢; = --- = ¢,,,. Va-
mos limitar a probabilidade de ocorréncia desse evento, dada a escolha aleatéria
de z.

Pelo teorema C.29 chinés do resto, existe uma bijecao entre Z,, e o produto
cartesiano Z,, X -+ X 2Ly, :

L, 3 > (T1y. .. T) € Liny X -+ X Lp,,. (3.6)

Assim, escolher um inteiro 0 < x < n aleatoriamente é equivalente a escolher,
independentemente para cada 1 < ¢ < m, um inteiro 0 < x; < n;. Vamos supor
que mdc(z,n) = 1, j4 que a redugao nao se aplica se mdc(z,n) > 1. Entao
x L. E fcil ver que x € Zy se, e somente se, x; € Z, para todo i. Portanto
estamos escolhendo aleatoriamente um z; € Z;, , independentemente, para cada
1=1,...,m:

Ly D (T1,...,Tp) € Ly X -+ X Ly, . (3.7)

Para cada ¢« = 1,...,m, o grupo Z; ¢ ciclico, conforme o teorema C.28,
pois n; = p;¥ com p; primo. Seja g; um gerador de Z,, para cada i. Temos que

z; =g, com 0 < I; < ¢(n;), parai=1,...,m. (3.8)
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Estamos ent@o escolhendo aleatoriamente um 0 < [; < ¢(n;) para cada i, inde-
pendente e uniformemente:

Zisx e (¢,....dr) €L x - X Lt (3.9)

Nm?
Parat=1,...,m, sejam d; e s; tais que
¢(n;) = 2%s;, com s; fmpar,
e lembre-se que
r; = 2°¢; é a ordem de x;, médulo n;, com ¢; impar.

Note que ¢(n;) = gzﬁ(pfz) = pfi_l(pi — 1), conforme o teorema C.32, e portanto
d; > 0, pois p; é impar.

Pelo teorema C.17 de Lagrange, r; divide ¢(n;), e portanto ¢; < d;. Pelo
teorema C.21, r; € o menor inteiro positivo tal que gf"” =1 (mod n;). Segue do
coroldrio C.22 que l;r; = 2¢¢;l; é multiplo de ¢(n;) = 2%s;. Se l; é fmpar, entdo
devemos ter ¢; = d;, pois ¢;l; é impar. Ja se [; é par, entao necessariamente
teremos ¢; < d;: se ¢; = d;, entdao r;/2 também é inteiro e [;r;/2 também é
multiplo de ¢(n;), um absurdo. Portanto, a probabilidade de que ¢; = ¢, para
qualquer ¢, é limitada por 1/2, ja que 0 < [; < ¢(n;) e ¢(n;) é par.

Concluimos entao que a probabilidade de falha dessa reducao, ou, na ver-
dade, a probabilidade de que ¢; = -+ = ¢, é, no maximo, 1 — 1/2m~1 < 1/2,
pois m > 1 e a escolha de cada c; é independente de todas as outras.

3.3 Busca do periodo

Seja n um inteiro composto impar que nao é poténcia de primo e seja 1 <
x < mn um inteiro relativamente primo a n. Vamos apresentar um algoritmo
quantico que descobre, com probabilidade limitada de erro, a ordem de x, mo-
dulo n, que, de acordo com o teorema C.21 e o corolario C.22, é o periodo da
seqiiéncia

0

(z° mod n, 2" mod n,2* mod n, ...). (3.10)

Seja f := |lgn] + 1 o nimero de bits da representacao bindria de n e
seja ¢ = 2! a unica poténcia de 2 tal que n? < ¢ < 2n%. Vamos precisar de
um registrador |¢) com [ + 3 qubits. Os [ primeiros qubits formam o primeiro
sub-registrador. Os (3 qubits restantes farao parte do segundo sub-registrador.
Todos os qubits do registrador |¢) devem ser inicializados com |0).
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Apoés a aplicacao da transformacao de Hadamard a cada um dos qubits do
primeiro sub-registrador, o estado do registrador |¢) serd

%Z 14, 0). (3.11)

Seja Uy a transformagao unitaria que, para todo 0 < a < ¢, leva um estado
bésico |a,0), ao estado |a, z* mod n). No apéndice C, mostramos um algoritmo
para exponenciacao modular que consome O(3%) operagoes sobre bits. Entao,
para todo n, existe um circuito com O(/3%) portas, cada uma operando sobre
no maximo um ndmero fixo de qubits, que efetua a transformacao U;. Em
outras palavras, U; pode ser implementada eficientemente (veja o artigo de
Shor [Sho97] para mais detalhes).

Aplicando a transformacao Uy ao registrador |¢), obtemos o estado

1 &
ﬁ Z |a, x* mod n). (3.12)
a=0

Medindo o estado do segundo sub-registrador, obtemos algum z® mod n, onde
0 < b < q. Com isso, o estado do registrador |¢) colapsa para uma superposi-
cao dos estados bésicos de (3.12) cujos # qubits menos significativos represen-
tam z° mod n.

Seja r a ordem de z, médulo n. Entao os valores de 0 < a < ¢ tais que 2 =
2% (mod n) sdo da forma ag + jr, com 0 < ag < r, j4 que, pelo coroldrio C.22,
a seqiiéncia (3.10) é periédica com periodo r. A medigdo do segundo sub-
registrador em (3.12) selecionard os seguintes valores de a, no primeiro sub-
registrador: ag,ag+r,ap+2r,..., a9+ (A —1)r, onde A = [¢/r]. O estado do
registrador |¢) serd entao

ES
—

lag + jr, 2” mod n).

L
VA

Il
o

J

De agora em diante, vamos ignorar o segundo sub-registrador. Entao o estado
de |¢) serd

= > laa+ 1) (3.13)

Note que os estados basicos de |¢) que podem ser obtidos numa medic¢ao
estao uniformemente espacados a partir de ag, com espago .
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Seja M, a transformacao unitaria dada por

Myl — = 3" exp(rizy/ly). (3.14)

y=0

Vamos mostrar, na secao 3.4, que esta transformacao, conhecida como matriz de
Vandermonde, pode ser implementada eficientemente por um circuito quéntico.
A aplicagao de M, ao registrador |¢), dado por (3.13), gera o estado

8) = Z

qg—1
Z exp {27?2 ag + jr y/q}]y ]

=0

J_

exp{2miaoy/q} Z exp{2mijry/ q}|y>] :

=0
Entao a amplitude de um estado bdsico |y) é
A-1

\/;_A exp{2miagy/q} Zexp{ijry/q}, (3.15)

de modo que a probabilidade de obtengao de |y) numa medigao de |¢) é

2

(3.16)

Aqui vamos apenas analisar o caso em que r é uma poténcia de 2, de modo
que A = ¢q/r. Os demais casos seguem a mesma idéia porém sao mais técnicos.

Suponha que y nao é multiplo de A. Entao ry/q nao é inteiro, de modo que
exp{2miry/q} # 1. Pela férmula da soma de uma progressao geométrica, temos

ZeXp{%iﬂy/q} = . (exp{2miry/q})’

hS
—

<
o

eXp{Zmry/q})A -
exp{2miry/q} — 1
_ exp{2miy} -1 0
exp{2miry/q} — 1 ’

pois A = q/r.
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Suponha agora que y é um miltiplo de A. Entao ry/q é inteiro, de modo
que exp{2mijry/q} =1 para todo 0 < j < A. Entao

A-1
Z exp{2mijry/q} = A.
=0

Concluimos que a probabilidade de obtencao de |y) na medigao do registra-
dor |¢) no estado (3.15) é

| 1/r, sey é miltiplo de ¢/r
by = { 0, caso contrdrio. (3.17)

Assim, uma medicao de |¢) nos fornece um y = ¢q/r, com 0 < ¢ < r esco-
lhido equiprovavelmente. Teremos entdo um valor de y satisfazendo y/q = ¢/r,
onde ¢ e ¢ sao conhecidos. Se mdc(c,7) = 1, entdo basta obter a fracao irre-
dutivel correspondente a y/q para chegarmos ao periodo r. A probabilidade de
obtengao de um 0 < ¢ < r com mdc(c,7) =1 é ¢(r)/r. Pode-se provar [HW54]
que existe uma constante J tal que ¢(r)/r > ¢/loglogr. Assim, a probabilidade
de falha deste procedimento é, no méximo, 1 — §/loglogr.

Se repetirmos o procedimento acima z := loglogr/d vezes, a probabilidade
de falha passard a ser (1 — 1/2)” < 1/e, de modo que a probabilidade de sucesso
é, no minimo, 1 — 1/e, uma constante. Portanto, obtemos o periodo r com
probabilidade limitada inferiormente por uma constante.

3.4 A transformada quantica de Fourier

Vamos ver agora que a transformagao unitdria M,, dada por (3.14), pode
ser implementada eficientemente sempre que ¢ for uma poténcia de 2. Ou seja,
para todo ¢ = 2", vamos mostrar que existe um circuito de tamanho polinomial
em m, utilizando apenas portas quanticas que operam sobre um niimero fixo de
qubits, cuja aplicagao a um registrador com m qubits é equivalente a aplicacao
da matriz M,.

Primeiro vamos escrever o estado

1

N > exp(2rizy/q)ly) (3.18)

de uma forma mais conveniente. Considere ¢ = 2, com m um inteiro positivo.

Denotarer{los por (z,_1 - - xo), a representacao binaria de 0 < z < 2™, ou seja,
_ m— Y] . ] 4 1 111 coe

x = ijo x;2, com x; € {0,1} para todo j. Além disso, utilize (0.2 ---,),
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P

para denotar a representagao bindria de 0 <z <1,isto é, x =) ;_, x;277, com

xz; € {0,1} para todo j.
Entao o estado (3.18) nao é emaranhado e pode ser fatorado como

[L <|0> + exp {27 (0. x0)2}|1>>] ®

V2
{%OO) + exp {27m'(0. x1x0)2}|1>>} R ® (3.19)

[% <]O> + exp {27r2'(0. Tyl * -$0)2}|1>>] .

Para mostrar que o estado quantico (3.18) é o mesmo que o estado (3.19),
vamos mostrar que, para todo estado basico |y,_1 - o), temos

exp{2mizy /2" }H|ym—1 - - - yo) =
(exp {2ri(0. xo)Qym_l}\ym_1>)®
(exp {2ri(0. xlxg)Qym,g}]me)) ® - ®
(exp {27i(0. 21 -~ -xo)gyo}|yo>),

onde o lado direito da equagao (3.20) mostra como se forma o estado bésico |y) =
|Ym—1-"-Yo) em (3.19). Serd entao suficiente mostrar que

(3.20)

exp{2mizy/2™}
= exp {27m'(0. xo)Qym_l} exp {2m'(0. {E1$0)2ym_2} e
exp {27m'(0. Tyt * -xO)QyO} (3.21)

— exp {2m'[(0. 20)gYmt + (0. 2120) Yz + - - +
(O Tm—1""" I'O)Q:UO] }

Observe que

m—1 m—1 m—1 m—1
1 : .
S G I D B

Na equagao (3.21), o termo xy/2™ aparece multiplicando 27i. Entao apenas
a parte fraciondria de xy/2™ é relevante: se zy/2™ = u+r, com 0 < r < 1
e u € Z, entdo exp(2mizy/2™) = exp(2mir). Na equagado (3.22), para k > m— j,
o valor 2¥=™+J § inteiro, de modo que podemos reescrever (3.22) como
e N~ Ry 3.23
g = 2 Ut b 3 , (3.23)
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onde u; é um inteiro. E facil verificar agora que

m—j—1

Z kuk_m+j = (0 Tm—j—1""" 130)2.
k=0

Mas entao
2y /2™ = U+ Ym-1(0.20)y + Ym—2(0. 2120)5 + - - + y0(0. Tpy—1 - - 20)y, (3.24)

onde u é um inteiro. A equacdo (3.21) segue imediatamente da equagdo (3.24),
de modo que fica provado que o estado (3.18) pode ser fatorado como (3.19).

Considere o circuito quantico apresentado na figura 3.1, referente ao caso
em que m = 4.

|z3) S2.3 51,3 H 50,3 |%0)
| o) @ S12 H 502 Y1)

21) 7 ] —

|zo) @ |ya)

Figura 3.1: Circuito para a transformada quantica de Fourier, com m = 4.

Nesta figura, a matriz S, para j < k ¢ definida por

1 0
Si = ( 0 exp{2mi/2~k-i+1} > ' (3.25)

E muito facil ver como este circuito se estende para qualquer m. Para cada
qubit |zx), aplicamos a matriz de Hadamard, seguida de k portas controladas
por S, para todo 0 < j < k, onde a porta controlada por S} opera sobre os
qubits |zy) e |z;).

Para ver que esse circuito de fato calcula a transformada quantica de Fourier,
vamos analisar sua operacao sobre o qubit |z3) na figura 3.1. Apds a aplicacao
da matriz de Hadamard, o estado deste qubit serd [0) + exp {27i(0. z3), }|1).
Note que estamos desprezando o fator de normalizagao 1/ V2, para maior cla-
reza. Depois da aplicacao da porta controlada por S 3, o estado passa a ser
|0) + exp {27ri(0.x3x2)2}\1). Aplicando agora a porta controlada por S,
teremos |0) + exp {2mi(0. x3z271), }|1) e, por fim, apds Sps o estado serd
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|0) + exp {27i(0. 23 - - - 20), }|1). Mas isso ¢ justamente |yo), conforme a equa-
¢ao (3.19). Repetindo esses calculos com os outros qubits, obteremos os estados
desejados, de acordo com a equagao (3.19).

Note que os qubits da saida deste circuito estao na ordem inversa. E ébvio
que isso nao representa qualquer problema para nés.

Observe também que o circuito utiliza m(m+1)/2 portas, o que é quadratico
em m. Assim, a transformada quantica de Fourier pode ser implementada por
um circuito de tamanho O(m?).
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Parte 11

Resultados de Complexidade
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Capitulo 4

Maquinas de Turing

Agora mudamos de assunto, nos voltando a teoria de complexidade com-
putacional. Os resultados dessa area sao usualmente apresentados por meio do
mais tradicional modelo de computagdo — a méquina de Turing (MT), que
nada mais é que um computador bastante rudimentar com memoéria infinita.

Vamos apresentar trés variantes desse modelo: a maquina de Turing deter-
ministica, a nao-deterministica e a probabilistica. Depois disso, apresentamos a
segunda formalizacao do modelo quantico de computagao, a maquina de Turing
quantica, fazendo um paralelo com o modelo cléssico de computagao. Como
observamos na introducao, essa segunda formalizacao é equivalente a primeira.
A demonstragao desse fato nao é trivial e nao sera mostrada nesse texto.

4.1 Maquina de Turing deterministica

Uma maquina de Turing deterministica (MTD) é composta por uma central
de controle, uma cabeca de leitura e uma fita dividida em células. Essa fita tem
um final a esquerda e contém infinitas células a direita.

Cada célula da fita armazena um simbolo pertencente a um conjunto fi-
nito . O conjunto ¥ é chamado de alfabeto da méaquina e contém, entre
outros, dois simbolos especiais: o simbolo LI, chamado de branco, e o simbolo >,
que fica armazenado o tempo todo na célula mais a esquerda da fita.

A cabeca de leitura da méaquina é um apontador mével para uma deter-
minada célula da fita. O conteudo dessa célula pode ser lido e alterado pela
maquina.

A cada instante, a central de controle da maquina esta em um dos estados
de um conjunto finito ) de estados. No instante inicial, a maquina comeca em
um estado particular de (), chamado de estado inicial e denotado por s. Existe
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ainda um conjunto especial de estados H C (), chamados de estados finais.

Uma MTD funciona da seguinte maneira. FEla recebe como entrada uma
cadeia de caracteres em (E \ {U, D})* Inicialmente a cabeca de leitura aponta
para a célula mais a esquerda da fita, e a partir da célula seguinte estd arma-
zenada a entrada da méquina, seguida por brancos. A maquina efetua uma
seqiiéncia de passos até terminar a execucao. Se g é o estado corrente da ma-
quina e q estd em H, entao ela termina a execucao. Do contrario, ela realiza
trés agoes, determinadas pelo par (q,0), onde ¢ é o simbolo de ¥ contido na
célula que estd sob a cabeca de leitura.

A primeira acao consiste na alteracao do estado da maquina de ¢ para um
estado ¢’ em Q. A segunda acao é a escrita de um simbolo ¢’ na célula que esté
sob a cabeca de leitura. A terceira acao consiste no deslocamento da cabeca de
leitura, que pode se mover uma posi¢cao para a esquerda, uma posicao para a
direita ou pode continuar apontando para a mesma célula.

A cabeca de leitura sempre desloca-se para a direita quando atinge a célula
mais a esquerda e nunca altera o contetido dessa posicao da fita. Por conve-
niéncia, assume-se que a maquina nao pode escrever o simbolo > em qualquer
posicao da fita que nao seja a célula mais a esquerda.

A cadeia de caracteres escrita na fita quando a maquina termina a execucao,
ignorando-se o simbolo > e os brancos a direita, ¢ a saida da maquina para a
entrada em questao.

Formalmente, define-se uma maquina de Turing deterministica como uma
quintupla M := (@, %, 0, s, H), onde @ é o conjunto de estados, 3 é o alfabeto
de simbolos, § é uma fungao de (Q \ H) x L em Q x X x {«—,|,—}, s € Q é
o estado inicial e H C ) é o conjunto de estados finais. O conjunto {«, |, —}
descreve os possiveis movimentos da cabeca de leitura da maquina.

A funcao 0, chamada usualmente de funcdo de transicdo, descreve um passo
arbitrario da maquina e satisfaz as restricoes mencionadas acima. Suponha que
a maquina esteja num estado ¢ em @ \ H e que sob a cabega de leitura esteja
o simbolo 0. Se §(q,0) = (¢, o', d), o préximo estado serd ¢, o simbolo ¢’ serd
escrito no lugar de o e a cabeca de leitura de M movera de acordo com d.

A configuracdo atual de M é uma tripla (wy, g, ws) € X* X Q X X*, onde w é
a palavra que aparece na fita a esquerda da cabeca de leitura, ¢ é o estado atual
e wy é a palavra a direita da cabeca de leitura ignorando-se brancos a direita.
A cabeca de leitura aponta para a posicao que contém o ultimo simbolo de w;.
A configuragao inicial é a tripla (>, s, x), onde x é a entrada para a maquina.

Dizemos que uma configuragao (wq, ¢, ws) produz em k passos uma configu-
racao (w},q,w}), denotado por (wi,q,ws) 5, (w), ¢, w)), se a maquina sai da
primeira configuracao e vai para a segunda em exatos k passos.
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4.2 Maquinas de Turing nao-deterministicas

A maquina de Turing ndo-deterministica (MTND) é uma generalizacao da
maquina de Turing deterministica. Essa maquina tem um papel fundamental na
teoria de complexidade pois estd na base da definicao da classe NP, conforme
sera mostrado posteriormente.

A maior parte das defini¢oes e idéias envolvidas na descricao das MTDs
também se aplica as MTNDs. A diferenca entre a MTND e a MTD esta na
funcao de transicao e na maneira como as transicoes sao feitas a cada passo.
Nas maquinas deterministicas, existe uma tnica transicao possivel a partir de
uma dupla (g,0), onde ¢ é um estado nao-final e ¢ é um simbolo em ¥. Ja
nas maquinas nao-deterministicas, pode existir mais de uma transi¢ao valida a
partir de uma dupla (¢, o). Em cada passo da MTND, uma transi¢ao valida é
escolhida arbitrariamente e é executada.

O numero de transigoes validas a partir de uma dupla (g,0) é limitado
superiormente por 3 X |X| x |@Q|. Logo, o nimero de configura¢oes que podem
ser produzidas a partir de cada configuracao também é limitado superiormente
por 3 x || x |@|. A transigdo numa MTND ¢é portanto uma rela¢do e nao
necessariamente uma funcao.

Formalmente, uma méquina de Turing nao-deterministica é uma quintupla
M :=(Q,%,A,s, H), onde Q é o conjunto de estados, ¥ é o alfabeto de simbolos,
A éumarelagao de (Q\ H) x X em Q x X x {«, |, —}, s € Q é o estado inicial
e H C () é o conjunto de estados finais.

E evidente que as MTDs sao casos particulares de MTNDs em que A é uma
funcao, ja que toda funcao é uma relacao.

Uma transi¢ao (¢,0’,d) em A(q,0), onde ¢ € Q e 0 € ¥, é interpretada
como antes. Assim, ¢’ serd o préoximo estado da maquina, o’ deve ser escrito
no lugar de o e d indicard o deslocamento da cabeca de leitura. Tal transicao
serd valida somente se (¢, 0',d) € A(q,0). A defini¢ao de configuracao é igual
a que usamos na definicao da maquina de Turing deterministica. Para M TNDs,
dizemos que uma configuragao (wy, ¢, wy) produz a configuracao (w}, ¢’, wh) em k
passos se, estando a maquina na primeira configuragao, apds k passos ela pode
estar na segunda a partir de uma seqiiéncia de transicoes validas.

A existéncia de vérias transigoes possiveis para cada par (g, o) numa MTND
permite a ocorréncia de computacoes distintas para uma mesma entrada. Como
as MTNDs podem ter varias computacoes vélidas possiveis para uma mesma
entrada, elas podem produzir saidas diferentes para uma mesma entrada. Co-
mentaremos mais sobre isso quando falarmos das linguagens decididas por uma
maquina de Turing.
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4.3 MaAaquina de Turing probabilistica

Uma maquina de Turing probabilistica (MTP) é uma MTND que funciona
de maneira diferente. A cada passo, em vez de uma transicao ser escolhida
arbitrariamente dentre todas as transicoes aplicaveis, escolhe-se uma com pro-
babilidade uniforme. Assim, pode-se falar na probabilidade da MTP produzir,
numa computagao para uma certa entrada, uma saida especifica. Todas as
definicoes dadas para as MTNDs aplicam-se de maneira natural a uma MTP.
Observe que uma MTD é uma MTP em que, a cada passo, ha apenas uma
transicao aplicavel.

Uma MTP corresponde a formalizacao do conceito de um computador aco-
plado a um gerador de simbolos aleatorios.

E possivel descrever o funcionamento de uma MTP postergando as escolhas
aleatdrias para o final. Ou seja, pode-se calcular a probabilidade de se estar em
uma configuracao especifica a cada passo e s6 ao final fazer um tnico sorteio
para determinar a configuracdo em que a maquina termina.

4.4 Maquina de Turing quantica

A definicao de uma maquina de Turing quantica (MTQ) assemelha-se a de
uma MTP. Uma maquina de Turing quantica é uma MTND M = (Q, %, A, s, H)
com a relacao A substituida por uma funcao

a:QXLXQxEx{— ]|, —-}—C

tal que, para cada (¢g,0) em ) X X, vale que

> algo.q 0 d) =1,

(¢',0",d)eT

onde T':=Q x X x {«, |, —}.

Cada nimero «a(q,0,q¢',0',d) é chamado de amplitude. Note que « deter-
mina uma distribuicao de probabilidade nas possiveis transicoes aplicaveis a um
par (q,0).

Define-se superposicao de configuracoes como uma combinacao linear de
configuragoes, onde o coeficiente de uma configuracao ¢ é um nimero complexo
acey.. |ozc|2 = 1, sendo que o somatdério é sobre todas as configuragoes ¢ que
estao na superposicao. O coeficiente a. é a amplitude da configuracao c.

A primeira diferenga no funcionamento de uma MTQ frente as maquinas
anteriores é que esta, a cada instante, encontra-se numa superposi¢cao de con-
figuragoes. Para que a transicao de uma MT(Q esteja bem definida, é preciso
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que a maquina satisfaca a seguinte propriedade: se, numa superposicao obtida
depois de k passos a partir da configuracao inicial, ha uma configuracao com am-
plitude nao-nula num estado final, entao todas as configuragoes com amplitude
nao-nula nessa superposicao estao num estado final.

Se todas as configuragoes da MTQ com amplitude nao-nula forem finais,
a MTQ termina a execucao. Caso contrario, ela efetua uma transicao, que
consiste no seguinte. Digamos que ¢ := 23:1 ajcj € a superposigao corrente,
onde Z;Zl \aj\2 =1 e a; # 0 para todo j. Para cada j, seja C; o conjunto
das configuragoes que podem ser obtidas de ¢; em um passo por meio de uma
transigdo cuja amplitude é nao-nula. Para cada ¢ em Cj, seja o a amplitude
correspondente a transicao de c¢; para c. Entao, temos que a superposicao
resultante da transigao é ¢’ = 23:1 D e, ade.

Quando uma mesma configuragao ¢ aparece em mais de um conjunto C}
e |2 cec, ool i # 2 e |ajozg|2, dizemos que houve interferéncia. A inter-
feréncia é negativa se o lado esquerdo é menor que o direito e positiva caso
contrario. O fendmeno de interferéncia é o principal responsavel pela diferenca
entre uma MTQ e uma MTP.

A segunda diferenca no funcionamento de uma MTQ frente as maquinas
anteriores é que, ao final de sua execucao, a MTQ efetua o que chamamos de
medi¢ao. Digamos que 9 = Z;zl ajc; ¢ a superposicao final da méquina.
Uma medicao consiste na escolha aleatéria de uma configuracao ¢ = ¢; com
probabilidade |a;|?, e na transi¢ao da superposi¢ao ¢ para a superposigao ¢’ :=
¢, OU seja, para a superposicao em que apenas a configuracao ¢ tem amplitude
nao-nula (mais exatamente, ¢ tem amplitude 1 em ¢'). A saida da MTQ é o
que esta escrito na fita apds a medicao. Assim como uma MTP, uma MTQ
pode produzir diferentes saidas para uma mesma entrada, cada uma com uma

probabilidade.

Chamamos de paralelismo quantico a capacidade da MT(Q estar numa super-
posicao de configuragoes, e, num passo, efetuar transicoes miltiplas, envolvendo
diversas configuragoes. Potencialmente é possivel explorar o fendmeno de inter-
feréncia bem como o paralelismo quantico para se obter algoritmos quanticos
eficientes para problemas considerados dificeis no modelo classico de computa-
¢ao.

4.5 Recursos e linguagens

Apresentamos algumas definigdes do modelo classico de computacao com o
intuito de estabelecer um paralelo durante a apresentacao dos correspondentes
quanticos desses resultados e definicoes.

99



Para isso, definiremos o significado de tempo e espago consumido nas ma-
quinas do modelo classico. Em seguida, falaremos das linguagens decididas por
cada uma dessas maquinas.

Tempo consumido pelas maquinas de Turing

Durante a descricio da MTD, foi definido que (wy,q,ws) F5, (w),q,w})
se a maquina M sai da primeira configuracao e vai para a segunda em exatos
k passos. Se (wy, q,ws) é a configuracao inicial de M e ¢’ é um de seus estados
finais, entao dizemos que k é o tempo consumido por M para a entrada ws.

Dada uma MTD M, se existe um polinémio p(n) : N — N tal que, para
qualquer entrada x, o tempo consumido por M ¢ limitado superiormente por
p(|z|), onde |z| denota o comprimento da palavra z, entdo dizemos que M é
polinomialmente limitada.

Se M é uma MTND, o maior tempo consumido em uma computagao valida
de M para uma entrada determinada é considerado o tempo consumido por M
para essa entrada. Analogamente, M é polinomialmente limitada se existe um
polinémio p(n) : N — N tal que, para qualquer entrada z, o tempo consumido
por M ¢ limitado superiormente por p(|z|).

Por fim, se M é uma MTP, valem as mesmas definicoes usadas para as
MTNDs. Vale destacar que no caso das MTPs também aplica-se o conceito
de tempo esperado de computacao, que formalmente é a esperanca do tempo
consumido por uma computacao de M para uma dada entrada x.

Espaco consumido pelas maquinas de Turing

Existem também classes de problemas que sao definidas em fungao do espago
consumido pelas méaquinas de Turing que os resolvem. Da mesma forma que
no estudo do consumo de tempo, temos interesse especial nos problemas que
podem ser resolvidos por maquinas de Turing que consomem espaco polinomial
no tamanho da entrada.

As diferencas entre as méaquinas de Turing de naturezas distintas nao sao
muito grandes no consumo de espaco. Mais adiante, ao enunciarmos um resul-
tado de Savitch [Sav70], ficard mais claro o porqué dessa afirmagao.

Dizemos que o espaco consumido por uma MT é a maior quantidade de
células distintas usadas pela maquina para realizar uma computacao valida para
uma determinada entrada. No caso das MTDs, é o nimero de células usadas
na unica computagao possivel. J4 para MTNDs e MTPs, é o maior niimero de
células utilizadas em uma computagao valida.
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Como em toda MT a cabeca de leitura s6 pode se deslocar de uma célula
a cada passo, claramente o espago consumido em uma computacao € limitado
superiormente pelo nimero de passos utilizados pela maquina.

Dizemos que uma MT consome espaco polinomial se o espago consumido
pela MT ¢é limitado superiormente por um polinémio definido em funcao do
tamanho da entrada.

Linguagens e maquinas de Turing

Ao definir as maquinas de Turing, utilizamos como parametro um alfa-
beto X. Esse alfabeto é um conjunto que contém todos os simbolos reconhecidos
pela maquina de Turing em questao. Logo, uma entrada valida para a maquina
deve ser uma palavra composta apenas por simbolos de X.

Um conjunto de palavras cujas letras pertencem a um alfabeto ¥ é chamado
de linguagem. Geralmente estamos interessados em verificar se uma determi-
nada palavra pertence ou nao a uma particular linguagem L.

Maquinas de Turing que devolvem respostas binarias podem ser usadas
para efetuar essa tarefa. Uma das respostas indica que a palavra fornecida
como entrada pertence & linguagem L (aceitagdo) e a outra que a palavra nao
pertence (rejeicao).

Em muitos casos, porém, deseja-se fornecer uma entrada para uma maquina
de Turing para a obtencao de uma saida que nao pode ser descrita apenas com
duas respostas distintas. Por exemplo, uma méquina que recebe a representacao
binaria de um nimero inteiro x qualquer como entrada e devolve como resposta
a representacao binaria do nimero x + 2 claramente deve ser capaz de devolver
mais do que duas respostas distintas. Nesse caso, dizemos que estamos lidando
com um problema, e nao com uma linguagem. Rigorosamente, existem diferen-
cas entre problemas e linguagens, mas como podemos transformar uma coisa na
outra de maneira razoavelmente simples, vamos falar de problemas e linguagens
de maneira indistinta. Mostraremos agora as relacoes entre as linguagens e as
maquinas de Turing deterministicas, nao-deterministicas e probabilisticas.

Se existe uma MTD M que, dada uma palavra x, responde se x pertence
ou nao a uma determinada linguagem L, entao dizemos que M decide a lin-
guagem L. As respostas sao devolvidas por M através dos simbolos 0 e 1, que
indicam rejeicao e aceitacao, respectivamente, da palavra x. Esses simbolos de-
vem aparecer sozinhos na fita da maquina apds a mesma ter parado, na segunda
célula da esquerda para a direita.

No caso das MTNDs, ja vimos que podem existir varias computacoes e va-
rias saidas possiveis para uma maquina e uma entrada. Assim, dizemos que
uma MTND M decide uma linguagem L se toda palavra x em L é aceita por
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M em pelo menos uma de suas computacoes, e se toda palavra x fora de L
é rejeitada por M em todas as suas computacoes. Essa definicao acaba mos-
trando a caracteristica das MTNDs que faz com que elas parecam mais eficientes
computacionalmente e menos realistas do que as MTDs.

Por fim, a decisao de linguagens por MTPs tém um aspecto um pouco
diferente das demais maquinas de Turing. Assim como as MTNDs, as MTPs
também podem produzir respostas distintas para uma mesma entrada. Porém,
nas MTPs, atribuimos a cada computagao vélida (e conseqiientemente a cada
possivel resposta) uma determinada probabilidade. A decisao de uma linguagem
por uma MTP envolve as probabilidades de obtencao das respostas. Em alguns
casos estamos interessados em fixar uma probabilidade maxima para as rejeicoes
incorretas, em outros para as aceitagoes incorretas e em outros para as duas
simultaneamente. A decisao de linguagens em MTPs, portanto, nao possui uma
defini¢ao tnica como no caso das MTDs e das MTNDs. Logo, ao utilizar esse
conceito mais adiante no texto, definiremos exatamente o significado adequado
dentro do contexto.
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Capitulo 5

Maquinas de Turing universais

A descricao de maquinas de Turing dada no capitulo anterior indica que
tais maquinas sao modeladas para resolver um unico problema. No entanto, os
computadores atuais nao estao restritos a executar uma tnica tarefa. Vamos
descrever neste capitulo uma MTD chamada de universal, que tem um carater
mais geral, sendo capaz de efetuar qualquer tarefa executada por uma MTD.
Depois disso, apresentaremos uma maquina de Turing quantica universal.

5.1 Maquina de Turing deterministica univer-
sal

A descrigao que apresentamos a seguir baseia-se na apresentacao de Pa-
padimitriou [Pap94]. Denotaremos por U a méquina de Turing universal que
vamos construir. Essa maquina lé uma entrada e a interpreta como sendo a
descricao de uma maquina de Turing M e uma entrada x para essa maquina.
A méaquina U deve funcionar de modo que, apds sua parada, a saida produzida
seja a mesma que M devolve ao ser executada tendo x como entrada.

Vamos determinar agora o padrao de entrada a ser reconhecido por U.
Sejam M = (Q, %, 6, s, H) a maquina que serd simulada e x sua entrada. Cada
simbolo de ¥ e cada estado de () serda descrito como um numero na forma
binaria. Os simbolos de ¥ serao representados por nimeros em {1,2,...,|X|},
os estados de () por numeros em {|X|+1,|X|42, ..., |X|+]|Q]|} e os nimeros | X |+
Q|+ 1,...,|%]|+|Q| + 5 representarao os simbolos {«, |, —}, > e LI. Todos os
simbolos serao representados usando a mesma quantidade de bits (serao usados
zeros & esquerda quando necessério). O estado denotado por s é o estado inicial
de M, e serd representado pelo nimero |X| + 1.

Na parte da entrada que corresponde a M, inicialmente serao fornecidos os
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ntimeros |Q|, |X| e |H|. Em seguida, aparece a representacao de |H| estados de
M, indicando seus estados finais. Por fim, segue uma descricao de ¢ através de
uma seqiiéncia de pares na forma ((¢,0), (p, p, D)), onde cada simbolo estara
codificado na forma ja descrita. Vamos assumir sem perda de generalidade que
os parénteses e a virgula pertencem ao alfabeto de U.

Apoés a descricao da méaquina, a fita de entrada de U vai conter o simbolo
“” (que devera pertencer ao alfabeto de U), seguido pela descrigao da entrada x
para M, também devidamente codificada. Como cada simbolo e estado é re-
presentado com o mesmo nimero de bits, nao ha ambigiiidades na descrigao da
maquina ou da entrada.

Tendo a entrada, U pode comecar sua execucao. Para facilitar a descricao,
vamos supor que U utiliza 3 fitas, e que cada fita tem uma cabeca de leitura
independente (ou seja, cada cabeca pode estar numa posigao diferente das de-
mais). Pode-se provar que uma MTD com uma fita pode simular qualquer MTD
com k fitas e com k cabegas de leitura independentes para k > 1.

Na primeira fita, U receberd a entrada e devolverd a saida. Na segunda
fita, U vai guardar a configuracao atual de M. A configuracao estara no for-
mato (w,q,u), com cada simbolo codificado da maneira que descrevemos an-
teriormente. Inicialmente, a configuracao inicial serd (>, s,x). A terceira fita
guardard a descricao da funcao de transicao o de M.

Para simular M, no inicio de cada passo U percorre a segunda fita até
descobrir o estado atual de M, localizando assim a posicao da cabeca de leitura
de M em sua fita. Em seguida, U percorre a terceira fita, procurando uma
transicao que tenha ¢ como estado do dominio, onde ¢ é o estado atual. Feito
isso, U move a cabeca de leitura para a esquerda na segunda fita para identificar
o simbolo o que estd sob a cabega de leitura de M e verificar se a transicao que
estd sendo analisada atualmente tem como dominio o par (¢,0). Se nao for esse
o par, repete-se o processo até que ele seja encontrado.

Apos localizar a transicao adequada, U faz as modificaces na segunda fita,
movimentando a cabeca, alterando o simbolo na posicao que estava anterior-
mente e mudando o estado atual, conforme a descricao da funcao de transicao.
Se o estado atingido pertence a H, a simulacao de M para. Caso contrario o
processo se repete.

Ao término da simulacao, o conteido da segunda fita de U representard a
configuracao final de M apds sua execugao para a entrada x. Assim, U substitui
o conteudo da primeira fita pelo da segunda e termina sua execucao.

A construcao dessa maquina utilizou uma série de recursos e ferramentas
que facilitaram bastante nossa tarefa, como as fitas miltiplas e o movimento
independente das cabegas de leitura dessas fitas. Nem todas essas ferramentas
podem ser utilizadas no modelo quantico. Além disso, outros cuidados devem
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ser tomados, e isso acaba resultando num aumento significativo da complexidade
da correspondente construcao.

A partir da descricao mostrada, nao é dificil deduzir que uma MTD pode
simular também uma MTND ou uma MTP. Vale destacar, porém, que no caso
de MTNDs ou MTPs, alguns detalhes e convencgoes devem ser ajustados pois
essas maquinas podem produzir mais de uma saida para a mesma entrada.

5.2 MaAaquina de Turing quantica universal

As operacoes realizadas por uma MTQ podem ser descritas como trans-
formagoes unitarias sobre vetores de um espaco de Hilbert. Logo, o estudo
dessas transformacoes facilita a compreensao das limitacoes e das ferramentas
disponiveis quando estudamos a computacao quantica.

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados de Bernstein e Vazirani [BV97].
Mostramos como uma dada tranformacao unitaria pode ser decomposta em
transformagoes unitarias simples (ou quase-triviais), diretamente implementa-
veis em MTQs. Essas transformacoes simples sao divididas em dois tipos: mu-
danca de fase e rotacao.

O resultado apresentado é construtivo, mas envolve calculos com ntmeros
irracionais. A principio, nao consideramos as precisoes das operacoes envolvi-
das, mas vamos mostrar como os angulos utilizados nas operacoes de rotacao
e de mudanca de fase podem ser obtidos com precisao € consumindo tempo
polinomial em 1/€ a partir de um angulo fixo.

5.2.1 Decomposicao de uma transformacao unitaria

Se uma MTQ com conjunto de estados () e alfabeto ¥, durante uma com-
putacao, utiliza no méximo k células da fita, entao ela admite que uma matriz
unitaria de dimensao k|Q||X|* descreva sua evolucao. Logo, a dimensio do es-
paco considerado serd d, onde d = k|Q||X|*. Denotamos por e; o vetor com
todas as coordenadas nulas exceto a coordenada 7, que vale 1.

Uma matriz unitaria M d x d é denominada quase-trivial se satisfaz uma
das duas condicoes abaixo:

1. M é a matriz identidade a menos de uma de suas entradas na diagonal
principal, que tem valor € para algum 6 € [0,27). Ou seja, existe j tal
que de' = eie, Mch =1Vk 7é j (S MkJ =0 Vk’, l, k 7é [.

2. M ¢ a identidade a menos da submatriz 2 x 2 determinada por um par de
coordenadas distintas j e k, onde coincide com a rotacao de um angulo
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cosf) —senf
senfl  cos@
existem 6 e j # k tais que Me; = (cosf)e; + (senf)ey, Me, = —(senb)e;
+ (cosf)ey, e para VI # j, k, Me; = e;. Nesse ponto, nos referimos a Me;
como sendo a [-ésima coluna de M.

6 € [0,27), dada pela matriz: . Ou seja, M é tal que

Dizemos que uma transformacao que satisfaz a primeira condi¢ao é uma
mudanca de fase quase-trivial, enquanto que uma transformacao que satisfaz a
segunda condicao é uma rotacdo quase-trivial.

Vamos usar a notacio [f, j, #] para representar uma mudanca de fase de e?
na coordenada j, e vamos usar a notagao [j, k, 0] para denotar uma rotagao de
um angulo € entre as coordenadas j e k.

Agora, mostramos uma tranformacao que leva um vetor v em C? em um
vetor de mesmo médulo mas com apenas uma coordenada especifica nao-nula.
Esse resultado sera utilizado no teorema que mostra a decomposicao de uma
matriz unitaria em matrizes quase-triviais. Para isso, vamos definir duas fungoes
sobre o conjunto dos nimeros complexos. Se z € C, Re(x) é o valor da parte
real de x, e Im(z) é o valor da parte imagindria de z.

Lema 5.1. Para todo vetor v € C¢, existe um conjunto de 2d — 1 matrizes
quase-triviais Uy, Us, ..., Usq_1 tais que

UlUQ ce Ugd_lv = ||U||61.

Demonstragao. Inicialmente, transformamos o vetor v = (vq,...,v4) em um
vetor de R? utilizando mudancas de fase.
Seja P; = [j,7,¢;] a matriz quase-trivial que, aplicada na coordenada j,

faz uma mudanca de fase de um angulo ¢; onde ¢; = 0 se v; = 0 ou ¢; =
Re(v;) Re(v))

;] ;]

2m — arccos ou ¢; = arccos , dependendo do sinal de Im(v;). Assim,
_ 0 _ . :
temos v; = |v;le’ = ]vj\(/cosﬁ + isenf) para algum 6, e aplicando P; em v,
. ’
obtemos um vetor v} = e tal que senf = 0.
Feitas as mudancgas de fase em todas as coordenadas, teremos um novo vetor
/! /I y
v' = Py Pyv, com v} = |v;| para todo j.
O préximo passo é fazer d — 1 rotacoes para mover todo o peso do vetor v’
para a sua primeira coordenada. Assim, seja R; = [j,j + 1,0;] a matriz quase-

trivial que aplica nas coordenadas j e j + 1 uma rotagao de 6;, onde

se a somatoéria no denominador for nao-nula e §; = 0 caso contrario. Dessa
forma, temos que
Rl cee Rd,1P1 s PdU = Hv”el.
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Na rotagao R;, a (j + 1)-ésima e a j-ésima coordenadas serao alteradas, de
modo que a primeira ficara com valor 0 e a segunda vai concentrar o peso que
as duas tinham anteriormente. Como o vetor em questao tem dimensao d, serao
necessarias exatamente d — 1 rotagoes para que o vetor resultante tenha todo o
seu peso concentrado em sua primeira coordenada.

]

Para facilitar a compreensao do lema acima, vejamos um exemplo.

Exemplo 5.2 Seja v = (1 +14,4,2) um vetor em C3. Vamos mapear esse vetor
em R3. Para isso, serdo necessérias trés mudancas de fase:

1. Mudanca na terceira coordenada:

Em primeiro lugar, devemos obter o valor de ¢3. Como v3 = 2, temos:

Re(US) = arccos2 =0.

(3 = arccos W 5

Logo, temos que P3 é a transformacao quase-trivial [3,3,0], e portanto
Py = (1+1,4,2).

2. Mudanga na segunda coordenada:
Agora, devemos obter o valor de ¢o. Como vy = i, temos:

Re(vs) 0 T 37

=27 —arccos — =27 — — = —.

(o = 2T — arccos W ] 5 5

Logo, temos que P, é a transformagao quase-trivial [2, 2, 3—”} . Assim, como

2
P3v = v, temos:

37 3mi  mi 2

e2uvy=c2e2 =e?™ =cos2m +isen2r = 1
e portanto PoPyv = (1+414,1,2).

3. Mudancga na primeira coordenada:

Por fim, fazemos a conversao da primeira coordenada. O esquema é pa-
recido com a conversao da terceira coordenada. Sendo v; = 1 + i, temos:

Re(vy) 1 T Tr

= 2T —arccos — = 27 — — =

EA V2 4 4

Logo, temos que P, é a transformagao quase-trivial [1, 1, %} Assim:

¢1 = 2w — arccos
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Tmi Tmi  wi

et =V2eier =+2e¥ =2 (cos2m + isen2n) = V2

e portanto Py P,Pyv = (\/5, 1,2).

Dessa forma, mapeamos v € C? em R3. Agora, vamos fazer duas rotacoes
para mover todo o peso do vetor P; P, Psv para sua primeira coordenada.

1. Rotagao entre a 3¢ e a 2¢ coordenada:

Nesse primeiro passo, vamos mover todo o peso da 3% e da 2% coordenadas
do vetor PiP,Pyv = (\/5, 1,2) para a segunda coordenada. Para isso,
vamos aplicar a rotacao Ry = (2,3, 05] onde

0, — |U2| o
9 = — aIrCCOS —————— = — arccos —.

>3, Jo? V5

Deixamos a cargo do leitor verificar que a multiplicagao da matriz que
corresponde a R, por (v/2,1,2) resulta no vetor (v/2,/5,0).

2. Rotacao entre a 2% e a 1% coordenada:

Nesse tltimo passo, movemos todo o peso de RoPiPyPsv = (v/2,1/5,0)
para a primeira coordenada. Vamos aplicar a rotacao Ry = [1,2, 6], onde

0. — v ] _ \/5
1= —arecos —————— = —arccos /.
Zj:l |v;]?

Mais uma vez, deixamos as contas a cargo do leitor, e afirmamos por fim
que a multiplicacao da matriz correspondente a R, por (\/5, V5, 0) resulta
no vetor (v/7,0,0).

Note que Ry Ry P PyP3v = ||v||eq, conforme enunciado no lema.

Vamos mostrar agora como o mapeamento de um vetor para uma determi-
nada direcao permite a decomposicao de uma transformacao unitaria.

Teorema 5.3. Para toda matriz unitdaria U de dimensdao d, existem n matrizes

quase-triviais Uy, ..., U, de dimensao d, com n limitado por um polinomio em
d, tais que U = U, ---U,.
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Demonstracao. Para determinar as matrizes Uy, . .., U,, vamos determinar ma-
trizes Q1, ..., Qq tais que Qg - - - Q1U é a matriz identidade, onde cada matriz Q)
pode ser facilmente convertida num produto de matrizes quase-triviais. Como
a inversa de uma matriz quase-trivial também é quase-trivial, de Q1,...,Qq €
facil obter as matrizes Uy, ..., U, mencionadas no enunciado do teorema.

Uma matriz d X d é k-simples se suas primeiras k linhas e suas primeiras
k colunas sao iguais as da identidade. A tnica matriz d X d d-simples é a
identidade. E claro que o produto de duas matrizes k-simples também é uma
matriz k-simples.

As matrizes @Qi,...,Q, sado obtidas seqiiencialmente, de modo que
Q- QU é uma matriz k-simples para k& = 1,...,d (isso implica que
Qq- - QU é aidentidade).

Suponha que a matriz S = Qp_1---Q1U é uma matriz (k — 1)-simples
unitaria. Queremos um produto de matrizes quase-triviais Qy tal que (S seja
k-simples. Para obter a matriz (), vamos recorrer ao resultado mostrado no
lema anterior.

Seja Z a matriz obtida de S removendo-se as k — 1 primeiras linhas e
colunas de S. Note que Z é uma matriz (d — k + 1)-dimensional. Vamos aplicar
a transformacao do lema anterior no vetor correspondente a primeira linha de 7,
que denotaremos por Z{. A saida fornecida pelo algoritmo serd uma seqiiéncia
de matrizes unitarias quase-triviais Vi, Va, ..., Vog_okr1 (d — k + 1)-dimensionais
tails que ‘/1 o ‘/Y2d—2k+121T = ||Z1TH€1

Feito isso, estendemos cada V; para transformé-la em uma matriz (k — 1)-
simples d-dimensional. Como S é unitaria, temos que QS é uma matriz k-
simples unitaria.

A cada passo, produzimos uma das matrizes (). Cada uma dessas matrizes
¢ um produto de matrizes d-dimensionais quase-triviais. No final, a matriz
Qq- - Q1U sera a identidade de dimensao k. A partir do produto de matrizes
quase-triviais que compoem as matrizes ), podemos obter as matrizes U; do
enunciado.

]

Bernstein e Vazirani [BV97] apresentaram versoes algoritmicas do lema 5.1
e do teorema 5.3. Observe que as provas do lema e do teorema sao construtivas
se ignorarmos o fato de que envolvem calculos com niimeros reais. Bernstein e
Vazirani demonstraram variantes “aproximadas” destes resultados. Tais varian-
tes mostram que, mesmo que os cdlculos envolvidos sejam feitos com um certo
erro de precisao, as conclusoes, ajustadas adequadamente, valem.
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5.2.2 Calculo de transformagoes quase-triviais

Agora, apresentamos um lema que mostra que podemos usar uma tunica
rotacao para aproximar eficientemente o valor de qualquer rotacao. Ou seja,
podemos aproximar qualquer angulo a partir de um determinado angulo fixo.

Lema 5.4. Seja R = 2wy .2, 22 Entdo existe um algoritmo determinis-
tico que, dados € > 0 e um dngulo 6 € [0,27), produz um inteiro k limitado
polinomialmente por 1/e tal que

kR — 6] mod 27 <.

Demonstragdo. Seja n a menor poténcia de 2 tal que € > -2

™. Aproximamos

2’)1
0 ndmero % por uma fragao de denominador 2". Ou seja, encontramos um
inteiro m € [1,2") tal que
0 m 1
2 2n| T 2n’
Dessa forma, podemos pegar k = m2", pois
Oo .
m2"R mod 27 = 27rm22"21> mod 27
i=1
= | 2mm Z 2”_2i) mod 271
i=logn+1
27Tm > n_2i
— 2—n—|—27rm'z 2 ) mod 2,
i=logn+2
e como
m Z 2n—2i S m2n—4n+1 S 2n—3n+1 S 2—2n+1’
i=logn+2
temos que
n n 2mm 2mm
|m2"R — 60| mod 2 < m2R—2—n mod 27 + 2—n—0

2T 27 27
< 92n—1 +2_n < on—1

< €.
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O resultado acima, para ser utilizado em combinagao com o teorema 5.3
apresentado nessa secao, precisa de uma adaptacao, bem como o lema 5.1. Ha
ainda a necessidade de admitir que, em potenciais implementacoes de MTQs e
na execucao das transigoes, eventualmente aparecem erros de precisao. Berns-
tein e Vazirani [BV97] apresentam versoes adaptadas do lema e do teorema que
levam em consideragao potenciais erros de precisao e a utilizacao da aproxima-
¢ao dada pelo iltimo lema.

A utilizacao das decomposicoes em resultados algoritmicos, como por exem-
plo na descricao de uma MTQ universal, envolvem ainda a questao de se tais
decomposicoes aproximadas podem ser obtidas em tempo polinomial nos para-
metros envolvidos. A versao de Bernstein e Vazirani do teorema incorpora esses
dois aspectos e é enunciado abaixo, apds uma definicao, para que fiquem um
pouco mais claras as conseqiiéncias do teorema.

Uma matriz U é e-proxima de unitdria se existe uma matriz unitaria U tal
que |[U -U| <e.

Teorema 5.5 (Bernstein & Vazirani). Existe um algoritmo deterministico
que tem como entrada um numero real € > 0 e uma matriz d X d compleza
mO—W-pro’xim& de unitdria e que produz matrizes quase-triviais d-dimensionais
Uiy ..., Uy, comn polinomial em d, tais que |U — U, ---Ui|| < €. O algoritmo

consome tempo polinomial em log1/e e no tamanho de U.

5.2.3 Descricao da maquina de Turing quantica universal

Como na teoria classica de complexidade, para apresentar uma MTQ uni-
versal, é necessario introduzir ferramentas que permitam a simulacao de uma
MTQ arbitraria por uma MT(Q universal. Esse ferramental, apesar de técnico
e importante, nao apresenta grandes dificuldades, até por nao envolver nada
peculiar ao modelo quantico de computagao. Por isso, optamos por omitir sua
apresentacao, concentrando-nos na apresentacao dos conceitos principais.

Na descricao da MTD universal, utilizamos uma maquina com varias fitas.
Fitas multiplas, porém, sao de dificil trato no modelo quantico, e foram substi-
tuidas por uma fita inica com muiltiplas “trilhas”, de efeito quase semelhante.

Uma diferenca esté no fato de que, por ter uma tinica fita, a MTQ universal
tem apenas uma cabeca de leitura. Ou seja, a MTQ universal 1é todas as tri-
lhas em uma mesma posicao simultaneamente, ao contrario da MTD universal,
que utilizava uma cabeca para cada fita. Esse ponto e a questao de sincroni-
zagao, discutida a seguir, dificultam a simulacao de uma MTQ e justificam o
funcionamento da MTQ universal descrita na prova do proximo teorema.

Para que uma MTQ universal possa simular as transi¢coes quanticas de uma
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MTQ M, ela deve se manter sincronizada, ou seja, todas as configuragoes da su-
perposicao de M num determinado passo devem ser atingidas simultaneamente
(nao deve haver transicoes atrasadas ou adiantadas na simulagao).

A simulagao realizada por uma MTQ universal nao é exata, ao contrario
do que acontece com a MTD universal. Alguns desses detalhes serao omitidos
para que nao prejudiquem a compreensao das idéias principais envolvidas na
simulagao.

Para descrever a MTQ universal, vamos precisar do conceito de mdquina
unidirecional, que definimos a seguir.

Uma MTQ M = (Q,%,a,s,H) é denominada unidirecional se cada es-
tado pode ser acessado a partir de uma unica direcao. Em outras palavras, se
a(pla q1ap,1a q, dl) € a(p27 q2ap217 4, d2) sao ambas néo—nulas, entao dl = d?-

Bernstein e Vazirani [BV97| demonstraram que toda MTQ pode ser si-
mulada por uma MTQ unidirecional em um ntimero de passos no maximo 5
vezes maior que o da MTQ simulada. Mais do que isso, a descrigao da MTQ
unidirecional pode ser obtida da descricao da MTQ a ser simulada em tempo
polinomial.

Esse fato é usado na prova do teorema abaixo. Nesse texto, apresentamos
apenas a idéia geral dessa prova, que envolve uma série de detalhes técnicos,
que podem ser encontrado no artigo de Bernstein e Vazirani [BV97].

Teorema 5.6. Fzxiste uma MTQ U que, dada a descricao de uma MTQ M,
um numero € > 0 e um inteiro T' > 0, simula os T primeiros passos de M com
com precisio € em um numero de passos polinomial em T e 1/e.

Idéia da demonstragao: Seja U nossa MT(Q universal, e seja M a maquina
que queremos simular. Sabemos que existe uma MTQ M’ = (Q, %, «a,s, H)
unidirecional que simula M consumindo tempo polinomial no niimero de passos
de M. Vamos usar U para simular M.

As configuragoes de M’ sao guardadas em duas trilha da fita de U. Para
simular M’, serao utilizadas log |@Q x X| células de U por célula de M’. Cada
um desses grupos de células contém um par ordenado (p,o), onde o € [1,|X]]
representa o contetido da célula correspondente em M'; e p € [0, |Q|] representa
o estado de M’ se a cabeca estd nessa célula e p = 0 se a cabeca estiver em
outra célula de M’'. Cada membro do par estard em duas trilhas da fita. Seja
T o nuimero de passos de M. O numero de grupos de células utilizados para
simular a fita de M’ sera 27T + 1.

Sabemos que, ignorado o movimento da cabega de leitura, a fornece uma
transformacao unitdria V' de dimensao d = |@Q x X|. Para fazer a atualizacdo da
superposicao de M’ armazenada nas duas trilhas de U, inicialmente varremos
a fita de U e fazemos uma copia do estado corrente e do simbolo sob a cabeca

72



de leitura de M’ para um grupo de células fixo de U, especificamente reservado
para isso.

Com a cabeca de leitura de U sob esse grupo de células, aplicamos a trans-
formagao V', obtendo o novo estado e o novo simbolo sob a cabeca de leitura
de M’ para cada uma das configuragoes de sua superposicao corrente. De posse
dessa informacao, U varre novamente sua fita, atualizando o estado e o simbolo
na posicao correta de sua fita. A partir do estado corrente, dado que M’ é uma
maquina unidirecional, U determina o movimento da cabega de leitura de M’.

Na verdade, a partir de o, podemos obter, em tempo polinomial, apenas
uma aproximacaao de V' com erro e.

A necessidade de se fazer uma cépia do estado e do simbolo sob a cabeca
de leitura de M’ vem do fato de que a cabeca de leitura das véarias configu-
racoes de M’ nao estdo na mesma posicao e a transicao de U deve ser feita
simultaneamente em todas essas configuracoes.
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Capitulo 6

Classes de complexidade

6.1 Classes de complexidade do modelo clas-
sico

As classes P e PSPACE

A partir do conceito de maquinas de Turing polinomialmente limitadas,
vamos definir as linguagens polinomialmente decidiveis. Dizemos que uma lin-
guagem ¢ polinomialmente decidivel se existe uma maquina de Turing determi-
nistica polinomialmente limitada que a decide.

A classe P (polynomial-time) é o conjunto de todas as linguagens polinomi-
almente decidiveis. Esta classe é extremamente importante, pois contém a maior
parte dos problemas que podem ser resolvidos de maneira eficiente. Dizemos
que um problema ¢é resolvido de maneira eficiente se existe um algoritmo para
resolvé-lo que consome tempo polinomial no tamanho da entrada. A classe P
é fechada sob uniao, interseccao, concatenagao e estrela de Kleene. Essas pro-
priedades sao importantes e suas provas sao interessantes, mas serao omitidas
nesse texto.

De maneira parecida, podemos definir a classe PSPACE (polynomial-
space). Vale ressaltar que, enquanto a primeira faz a classificagao das linguagens
em funcao do tempo consumido, a segunda o faz em funcao do espaco consu-
mido. Dizemos que uma linguagem pertence a classe PSPACE se ela ¢ decidida
por uma maquina de Turing deterministica que consome espaco polinomial no
tamanho da entrada.

E facil ver que P C PSPACE: como ja observamos, toda MTD que con-
some tempo polinomial certamente consome espago polinomial, ja que, a cada
passo, a cabeca de leitura da maquina s6 pode se mover de no maximo uma
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célula & direita. Por outro lado, o inverso nao é verdade. E fcil imaginar uma
MTD que consome tempo superpolinomial mas espago polinomial. Assim, é
concebivel (e até de se esperar) que existam linguagens em PSPACE que nao
estejam em P. Surpreendentemente, nao se sabe até hoje se este é o caso ou
nao. Ou seja, nao se sabe se P = PSPACE.

As classes NP e coNP

As classes NP e coNP podem ser descritas de maneira parecida com a que
descrevemos a classe P. Conforme explicaremos adiante, essas classes sao muito
importantes no estudo da teoria de complexidade cléssica.

Vamos definir NP (nondeterministic polynomial-time) e coNP em fungao
das maquinas de Turing nao-deterministicas polinomialmente limitadas. Dize-
mos que uma linguagem pertence a classe NP se ela pode ser decidida por uma
maquina de Turing nao-deterministica polinomialmente limitada.

A classe das linguagens cujo complemento pertence a NP é denomi-
nada coNP, onde o complemento de uma linguagem L sob um alfabeto X é
a linguagem ¥* \ L. De maneira geral, o complemento de uma classe de com-
plexidade arbitraria C é denotado por coC e definido como o conjunto das
linguagens cujo complemento estd em C.

Por exemplo, ao definir a classe P, também podemos definir a classe coP,
seguindo o esquema acima. Nesse caso, temos uma classe que ¢é igual ao seu
complemento. Dada uma linguagem L em P ou em coP, e uma maquina
M polinomialmente limitada que a decide, basta trocar aceitagao por rejeicao e
vice-versa na descricao de M para obter uma maquina polinomialmente limitada
que decide o complemento de L.

As classes NP e coNP contém vérios problemas para os quais nao se co-
nhece algoritmo polinomial, e formam com a classe P a fronteira entre o que
pode e o que nao pode ser resolvido eficientemente no modelo classico. Es-
sas classes também sao importantes porque contém uma grande quantidade de
problemas de interesse pratico.

Claramente, toda linguagem que estd em P também estd em NP e
em coNP, visto que uma MTD é uma MTND. Porém, nao sabemos muito
mais a respeito da relacao entre essas trés classes. A questao mais importante
e conhecida é se P é igual a NP. Se isso for verdade, saberemos que muitos
problemas para os quais hoje nao se conhecem algoritmos exatos razoaveis terao
uma solucao polinomial. Porém, sao poucos os que acreditam nessa hipotese.
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NP C PSPACE = NPSPACE

Uma relagao conhecida entre classes de complexidade ¢ que NP C
PSPACE. Isso significa que toda linguagem decidida por uma MTND limi-
tada polinomialmente pode ser decidida por uma MTD que consome espaco
polinomial.

Vamos apresentar a prova de maneira razoavelmente informal, pois o que

queremos mostrar é a idéia que esté por tras da simulacao de uma MTND por
uma MTD.

Dada uma MTND M polinomialmente limitada que decide uma lingua-
gem L, queremos mostrar que essa maquina pode ser simulada por uma MTD
M’ que consome espaco polinomial e decide a mesma linguagem L.

A diferenga entre as maquinas M e M’ é o nao-determinismo. Sendo
uma MTND, M requer apenas que uma de suas possiveis computagoes aceite
uma palavra da linguagem L, e também requer que todas as computacoes rejei-
tem as palavras que nao estao em L.

Logo, ao simular M, a maquina M’ deve ser capaz de simular todas as
computacoes possiveis de M para poder rejeitar uma palavra corretamente.
A conclusdo de que uma palavra estd na linguagem pode ser rapida (basta
encontrar a primeira computagdo que aceita a palavra de entrada), mas em
geral nao é possivel determinar a priori quantas simulacoes precisam ser feitas.

Assim, considerando o pior caso, é facil ver que toda simulacao de M por
M’ que consiste em testar cada uma das computacgoes possiveis pode consumir
tempo exponencial no tamanho da entrada. Porém, sabemos que M ¢ poli-
nomialmente limitada. Logo, todas as suas computacoes consomem tempo, e
portanto espaco, polinomial no tamanho da entrada.

Assim, uma simulacao de M por M’ que testa cada computacdo possivel
consumindo espaco polinomial e que sempre consegue reaproveitar esse espago
nas proximas computagoes é suficiente para mostrar que NP esta contida em
PSPACE.

A construcao da M’ é razoavelmente simples. A idéia principal consiste
numa espécie de busca em largura num grafo. Mais especificamente, M’ simula
todas as computacgoes possiveis de M com t passos antes de simular qualquer
computacao com t + 1 passos.

Para representar as computacoes, M’ pode indexar as transi¢oes das com-
putagoes com numeros. Esses nimeros serao obtidos a partir de um contador,
que sera representado na base binaria. Logo, mesmo se o numero de computa-
¢oes for exponencial, o espaco consumido por M’ para armazenar tal contador
sera polinomial no tamanho da entrada.

Em cada passo da simulacao, M’ incrementa seu contador e simula a com-
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putacao de M referente a seu valor. O contetido da fita de M para cada com-
putacao pode ser guardado numa fita auxiliar durante a simulacao, e antes da
proxima computacao essa fita é apagada. Dessa forma, é claro que o espaco
usado para guardar as computagoes também sera polinomial no tamanho da
entrada.

Como toda transicao de M pode ser simulada em tempo polinomial por
M', a simulagao pode ser feita consumindo espago polinomial no tamanho da
entrada. Assim, NP C PSPACE. Analogamente, mostra-se que coNP C
PSPACE.

Dizemos que uma linguagem pertence a classe NPSPACE se ela é decidida
por uma maquina de Turing nao-deterministica que consome espaco polinomial
no tamanho da entrada. Uma simulacao semelhante a essa foi proposta por
Savitch [Sav70] para mostrar que NPSPACE = PSPACE.

As classes RP e coRP

As classes discutidas a seguir envolvem computacoes probabilisticas e sao de
fundamental importancia tanto no modelo classico como no modelo quantico.

Primeiro definimos a classe RP (randomized polynomial-time). Na litera-
tura, essa classe é definida em funcao das mdquinas de Turing Monte-Carlo.
Infelizmente ndo ha um consenso quanto a defini¢do dessas méaquinas (algumas
fontes falam que elas devem ser limitadas polinomialmente, enquanto outras nao
estabelecem essa restri¢cao). Logo, vamos fazer a defini¢ao da classe em funcao
de suas propriedades principais.

Para que uma linguagem L pertenca a classe RP, deve existir uma MTP
M limitada polinomialmente satisfazendo o seguinte:

1. Se uma palavra r dada na entrada nao estd na linguagem L, entao a
maquina M sempre rejeita x.

2. Se uma palavra x dada na entrada esta na linguagem L, entao a maquina
M aceita x com probabilidade maior ou igual a 0,5.

Essas duas propriedades caracterizam a maquina de Turing Monte-Carlo.
Diz-se neste caso que M decide a linguagem L com probabilidade de aceita-
cao 0,5.

O valor da probabilidade de aceitagao na definicao de RP nao é muito
importante, no sentido de que qualquer outro valor em (0;1] leva & mesma
classe RP. Isso porque, de uma MTP limitada polinomialmente que decide
uma linguagem L com probabilidade de aceitagao p, para um valor p qualquer
em (0, 1], é possivel obter uma MTP limitada polinomialmente que decide L com
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probabilidade de aceitacao 0,5. De fato, se p > 0,5, nao hé nada a fazer. Se
p < 0,5, executa-se k vezes, com k = [—1/log p], a maquina original e aceita-se
a palavra se pelo menos uma vez a maquina original a aceitou. Do contrario,
rejeita-se a palavra. Esse procedimento aumenta a probabilidade de aceitagao
para pelo menos 0,5.

O uso da repetigao da execugao das maquinas de Turing Monte-Carlo li-
mitadas polinomialmente é bastante 1util, pois pode deixar a probabilidade de
falsas rejeicoes arbitrariamente pequena. Por isso, esse recurso é bastante uti-
lizado na pratica, mesmo quando as probabilidades de rejeicao incorreta sao
pequenas (menores que 0,5).

A classe coRP, das linguagens cujo complemento estd em RP, pode tam-
bém ser vista como a classe das linguagens L para as quais existe uma MTP M
limitada polinomialmente com as seguintes propriedades:

1. Se uma palavra r dada na entrada nao estd na linguagem L, entao a
maquina M rejeita x com probabilidade maior ou igual a 0,5.

2. Se uma palavra xz dada na entrada esta na linguagem L, entao a maquina
M nunca rejeita a palavra x.

As definicoes deixam claro o carater complementar das duas classes. En-
quanto as linguagens que estao em RP admitem méaquinas que fazem rejeigoes
incorretas, as linguagens de coRP admitem maquinas que fazem aceitagoes
incorretas.

A classe RP claramente esta contida em NP. Basta notar que uma maquina
de Turing Monte-Carlo para uma linguagem L é uma maquina de Turing nao-
deterministica que decide L (existe pelo menos uma computacao dessa maquina
que aceita cada palavra que estda em L e todas as computacoes rejeitam palavras
que nao estdo em L). Um argumento andlogo mostra que a classe coRP esta
contida na classe coNP.

Também ¢é claro que P esta contida nessas duas classes, pois uma MTD
é um caso especial de uma maquina de Turing Monte-Carlo, onde as palavras
sempre sao aceitas e rejeitadas corretamente.

As classes ZPP e BPP

Na tltima secao, vimos classes de linguagens que sao decididas por MTPs
limitadas polinomialmente que podem ou aceitar ou rejeitar erroneamente uma
determinada palavra.

Agora, vamos definir uma classe de linguagens que exige das maquinas que
as respostas sejam corretas, mas que abre mao da certeza da polinomialidade
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na execucao.

Para que uma linguagem L pertenga a classe ZPP (zero-error probability
polynomial-time), deve existir uma maquina de Turing probabilistica M que
sempre aceita palavras que pertencem a L e sempre rejeita palavras que nao
pertencem a L, e cujo tempo esperado de execugao para qualquer entrada é
polinomial.

Pela definicao, podemos perceber que a classe ZPP é muito parecida com
a classe P, diferindo apenas no fato de que as maquinas utilizadas podem con-
sumir tempo superpolinomial em algumas computacoes.

Outra definigao possivel é a seguinte: ZPP é a classe das linguagens que
pertencem tanto a RP como a coRP. Se uma linguagem esta tanto em RP
como em coRP, executa-se de maneira alternada cada uma das maquinas envol-
vidas até que uma delas obtenha uma resposta certamente correta. O nimero
de passos desse algoritmo é indeterminado (nao hé sequer garantias de que ele
vai parar em algum momento), mas a esperan¢a do nimero de passos é um
valor polinomial no tamanho da entrada, pois a probabilidade de obtencao de
respostas erradas diminui exponencialmente a cada execugao das maquinas.

Outra classe de complexidade importante, que também pode ser relacionada
com as demais classes probabilisticas ja citadas, é a classe BPP (bounded-
error probabilistic polynomial-time), que contém as linguagens para as quais
existem mdaquinas de Turing que devolvem respostas erradas (tanto rejeigoes
como aceitagdes) com probabilidade estritamente menor que 0,5. Na verdade,
qualquer delimitagao da probabilidade no intervalo (0;0,5) resultaria na mesma
classe. Por outro lado, Papadimitriou [Pap94] mostrou que delimitag¢ées maiores
ou iguais a 0,5 podem levar a uma classe diferente.

A definicao dessa classe é simétrica, pois rejeicao e aceitacao devem ser feitas
corretamente na maioria absoluta das computacoes feitas por essas maquinas.
Assim, utilizando um argumento analogo ao do resultado P = coP, obtemos

que BPP = coBPP.

Além disso, é facil ver que RP C BPP. Dadas uma linguagem L em RP
e uma maquina M associada, basta executar M com a entrada desejada duas
vezes para que a probabilidade de falsa rejeicao seja de no maximo 0,25. Como
a probabilidade de falsa aceitacao é zero, as condigoes necessarias para que L
pertenca a BPP estao satisfeitas. O argumento que mostra que coRP C BPP
¢é andlogo.

Por fim, vale destacar que nao sabemos ainda se a classe BPP estd contida
na classe NP.
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6.2 Classes quanticas de complexidade

Vamos agora apresentar as duas principais classes quanticas de complexi-
dade e demonstrar alguns resultados que as relacionam com as classes classicas.

6.3 Recursos e linguagens no modelo quantico

Durante as discussoes sobre o modelo classico de computacao, fizemos con-
sideracoes sobre o consumo de tempo e de espago pelas maquinas de Turing
deterministicas, nao-deterministicas e probabilisticas.

O tempo consumido por uma MT(Q com entrada x é o niimero de passos que
a maquina efetua até terminar a execucao. Essa definicao é consistente, porque
exigimos que, quando uma configuracao da superposicao atinge um estado final,
todas as demais configuracoes também o fazem.

O espaco consumido por uma MTQ M com entrada z é definido de maneira
andloga ao espaco consumido por uma MTND. Dentre todas as configuragoes
que durante a execucao de M tiveram amplitude nao-nula, seja ¢ aquela com o
maior nimero possivel de células em que M escreveu algo. O nimero de células
utilizadas em ¢ é o espaco consumido por M com a entrada .

No contexto de linguagens, estamos interessados em MTQs que, para cada
entrada z, tém saida ou xl1 ou 0 (MTQs devem ser reversiveis, por isso a
resposta usualmente bindria é precedida pela entrada). Diz-se que uma MTQ
M desse tipo decide de maneira exata uma linguagem L se, para todo z em L,
a maquina M produz como saida 1, e, para todo = fora de L, a maquina M
tem como saida z0.

Por fim, para um numero p entre 0 e 1, diz-se que uma MTQ M decide L
com probabilidade p se M, com entrada x em L, produz x1 com probabilidade
pelo menos p e, com entrada x fora de L, produz 0 com probabilidade pelo
menos p.

6.4 As classes EQP e BQP

As duas classes de complexidade que iremos introduzir aqui foram propostas
por Bernstein e Vazirani [BV97].

A classe EQP é o conjunto das linguagens que sao decididas de maneira
exata por uma MT(Q que consome tempo polinomial no tamanho da entrada.
Essa classe corresponde a classe P do modelo classico.

A classe BQP ¢ o conjunto das linguagens para as quais existem maquinas
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de Turing quanticas que devolvem respostas erradas (tanto rejei¢oes como acei-
tagoes) com probabilidade estritamente menor que 0,5. A classe correspondente
no modelo classico é BPP, e assim como no caso dela, a probabilidade de erro
pode ser qualquer valor no intervalo (0;0,5).

A seguir, vamos mostrar algumas relagoes envolvendo essas classes e as
classes tradicionais de complexidade.

6.5 Relacoes envolvendo as classes quanticas

Inicialmente, vamos mostrar que P C EQP e que BPP C BQP, pois as
demonstragoes e as idéias envolvidas sao mais simples. Em seguida, mostrare-
mos que BQP C PSPACE. Seguem abaixo demonstragoes breves das duas
primeiras relagoes, apresentadas no artigo de Bernstein e Vazirani [BV97].

Teorema 6.1. P C EQP.

Demonstracdao. Seja L uma linguagem que pertence a classe P. E facil ver que
existe uma MTD limitada polinomialmente que, para cada entrada x, produz
como saida x1 se x € L e z0 caso contrario. Para toda MTD polinomialmente
limitada, existe uma MTD reversivel equivalente, que também é limitada poli-
nomialmente. Para obté-la, modifica-se a maquina original de modo que cada
um de seus estados s6 possa ser atingido por movimentos da cabeca de leitura
em uma tUnica dire¢do (as transigoes cujas triplas tém o mesmo estado devem
fazer o mesmo deslocamento da cabega de leitura da maquina).

Isso pode ser feito por meio da duplicacao dos estados da méquina. Desse
modo, a funcao de transicao torna-se bijetora quando a direcao é ignorada,
e a partir de uma configuracao arbitraria da maquina, é possivel deduzir a
configuragao “anterior”. Ou seja, a maquina é reversivel. Além disso, o ntimero
de passos executados pela maquina até que ela pare é o mesmo da maquina
original.

Mas se uma MTD é reversivel, entao essa maquina é uma MTQ onde cada
superposicao de configuragoes contém apenas uma configuracao com amplitude
nao-nula.

Logo, existe uma MT(Q limitada polinomialmente que, para cada entrada x,
devolve x1 como resposta sempre que x estd em L, e devolve z0 sempre que x
estd fora de L. Entao, L é decidida de maneira exata por uma MTQ, e portanto
pertence a EQP. Concluimos assim que P C EQP. m

A demonstracao a seguir mostra como uma MTQ engloba naturalmente um
gerador de niimeros aleatorios.
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Teorema 6.2. BPP C BQP.

Demonstracao. Sejam L uma linguagem em BPP e M uma MTP para L dada
pela definicao de BPP. Para mostrar que L € BQP, vamos descrever uma
MTQ que simula M com um aumento apenas polinomial no consumo de tempo.

Para simplificar, vamos assumir que M tem k opcoes de transicao em cada
um de seus passos, para algum k fixo. Se numa simulacao de M por uma MTQ
M’ conseguimos, a cada passo, escolher aleatoriamente um simbolo do alfabeto
{1,...,k}, entdo M pode ser simulada por M’. Cada simbolo do alfabeto é
usado para definir qual transicao se aplica no passo que esta sendo simulado de
M. Esses simbolos podem ser gerados da seguinte maneira.

A cada passo, se o estado atual nao é final, a cabega de leitura desloca-se
para uma determinada posi¢ao da fita e escreve-se o simbolo j com amplitude
1/ Vk, para j = 1,...,k, em uma unica transicio, que representa um sorteio
aleatorio. Feito isso, o contetdo da célula é lido, a cabeca retorna para a posicao
original da fita e a transicao representada pelo simbolo lido é realizada.

A célula utilizada no sorteio deve ser tal que nao haja interferéncia no resto
da fita. Como M ¢é polinomialmente limitada, existem ntmeros ¢ e e tais que
qualquer computacao de M nao consome mais do que cn® passos. Assim, basta
inserir os caracteres dos sorteios seqiiencialmente, comegando na (cn®™!)-ésima
célula da fita.

Como cada transicao do passo de sorteio tem amplitude 1/ Vk, entao cada
configuragao no final terda amplitude (1/ \/E)t, onde t é o niimero de passos de M,
lembrando que nao ocorrera interferéncia entre as configuragoes geradas. Logo,
com a medicao, a probabilidade de obtencao de um determinado resultado em
M’ serd igual a da obtencao do mesmo resultado em M.

Como M pode ser simulada por M’, a linguagem L pode ser decidida com a
mesma probabilidade p > 0,5 por uma MTQ limitada polinomialmente. Logo,
L € BQP, e portanto temos que BPP C BQP. O

As duas provas mostradas acima servem para reforcar idéias que devem
ser intuitivas apds a leitura das definigoes envolvidas. Nosso objetivo agora é
mostrar uma relacao menos imediata e mais importante, que envolve o consumo
de espaco na simulagao de uma MTQ por uma MTD.

Quando falamos em simulacao de uma MTQ por uma MTD, estamos nos
referindo a uma simulacao onde queremos saber a probabilidade de cada saida
possivel ser produzida. Nao conhecemos nenhuma simulagao de uma MTQ por
uma MTD que consuma tempo polinomial no tempo consumido pela MTQ),
porém o teorema abaixo mostra que é possivel fazer uma simulagao utilizando
espaco polinomial no espaco consumido pela MT(Q. Nesse texto, mostraremos
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apenas as linhas gerais da prova desse teorema.

Teorema 6.3. BQP C PSPACE.

Demonstracao. Seja L € BQP e M = (Q,%,«,s, H) uma MTQ polinomi-
almente limitada que decide L com probabilidade p maior que 0,5. Vamos
descrever uma MTD M’ que decide L em espaco polinomial no tempo consu-
mido por M. A maquina M’ calcula, para cada entrada x, a probabilidade p,
de M aceitar x (ou seja, de M produzir 1 como saida). No final, M’ aceita ou
rejeita x de acordo com o valor de p,.

Dizemos que uma configuragao (wi,q,wy) tem tamanho k se a cadeia de
caracteres wiws tem k caracteres. Dadas duas configuracoes ¢, e ¢, denotamos
por a(cy, ¢g) o valor da amplitude correspondente a transicao de M que leva ¢;
a ¢3. Se nao ha nenhuma transicao que leva ¢; a ¢y, entdao a(ci,c2) = 0. Seja
co := (>, s,x) a configuragao inicial.

A méquina M’ para cada inteiro t a partir de |z|, simula t passos de M
e calcula a probabilidade p, de M produzir, em t passos, a saida xl. Essa
probabilidade é dada por

2

Pz = Z HOC(Ciflaci) )
1

Cl,y.sC

onde o somatorio é sobre todas as configuragoes ci, ..., ¢ de tamanho no ma-
ximo t onde ¢; = (>, h, z1), para algum h em H. Note que o niumero de termos
no somatério é no maximo 7' = ¢|%]*|Q)|.

A méquina M’ deve portanto calcular o somatorio descrito acima. O pri-
meiro problema que aparece é a incapacidade de M’ fazer calculos com nimeros
irracionais. M'TDs s6 podem armazenar valores inteiros limitados, enquanto que
cada a(c;_1, ¢;) pode nem mesmo ser racional. Logo, a simulac¢ao serd uma apro-
ximagao, que devera ter um erro toleravel. Por fim, vale destacar que cada um
dos no méaximo 71" termos do somatério tera ¢ fatores.

Se cada «(c;_1, ¢;) for representado com m bits tanto na parte inteira como
na parte imaginaria dos nimeros, onde m ¢ grande comparado a logT', o erro
serd pequeno (da ordem de 27™). Assim, a primeira dificuldade j4 foi eliminada.

O que M’ deve fazer é computar cada termo do somatdério e guardar a soma
dos termos. Como cada operagao de adigao usa pouco espago auxiliar (ou seja,
consome espago polinomial em m) e s6 é necessario guardar a cada operagao a
soma atual, podemos garantir que o espago necessario para efetuar o somatério
¢é polinomial. No caso dos produtos, os mesmos comentarios se aplicam.

O que resta considerar agora é a obtengao de cada a(c;_1,¢;). E fécil,
em tempo polinomial nos comprimentos de ¢;_q e ¢;, detectar se ¢; pode ou
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nao ser derivada de ¢;_; em um passo. Se nao pode, entdo «a(c;_1,¢;) = 0.
Se pode, entao ao mesmo tempo pode-se determinar a transicao (qq,01,q,0,d)
em @ X ¥ X @Q x X x {«,],—} que, quando aplicada a ¢;_1, leva a ¢;. A
maquina M’ entao aciona uma “subrotina” que recebe um nimero m e devolve,
em espago polinomial em m, o valor de a(qq,071,¢q,0,d) com precisao 2. O
valor devolvido pela subrotina é a aproximacao desejada de a(c¢;_1, ¢;). Mostrar
que de fato hd uma MTD que efetua tal subrotina e consome espago polinomial
em m nao é tarefa trivial e envolve uma série de etapas. Omitiremos essa prova
nesse texto.

E importante notar que o nimero de tais subrotinas nao depende da en-
trada, mas apenas da méaquina M. Assim M’ estd bem definida, desde que
existam MTDs que executem tais subrotinas. Mais do que isso, cada etapa que
M’ executa consome espago polinomial (assumindo que as subrotinas consumam
espago polinomial), portanto de fato BQP C PSPACE. O

Dos resultados acima, temos que BPP C BQP C PSPACE. Assim,
nao é possivel mostrar que BPP # BQP sem resolver a classica questao de
se P esta propriamente contido em PSPACE ou nao. Por outro lado, no
mesmo artigo, Bernstein e Vazirani [BV97] mostram um ordculo em relagao
ao qual BPP # BQP. Outros resultados nessa linha, porém direcionados a
questao “P # NP?”, foram provados por Bennet et al. [BBBV97]. Por exemplo,
Bennet et al. mostraram que, em relacao a um oraculo, NP ¢ BQP.
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Parte 111

Apeéendices
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Apeéendice A

Espacos de Hilbert

Os espacos de Hilbert fornecem o formalismo apropriado para o estudo de
conceitos da mecanica quantica e, portanto, da computagao quantica.

Neste capitulo definimos espacos de Hilbert, estabelecemos nossas notagoes
e listamos algumas propriedades importantes.

A.1 Espacos vetoriais, produto interno e
norma

Definicao A.1. Um espaco vetorial §, com um conjunto H sobre K, é uma
dlgebra S = (H,+, 1,0, K, +y, x4,0,1,+) tal que (H,+,~%,0) € um grupo co-
mutativo, I = (K, +¢, x7,0,1) é um corpo, e - : K x H — H € uma mul-
tiplicacao escalar satisfazendo os sequintes ariomas para quaisquer a,b € K e
quaisquer ¢, € H:

ca (p+y)=a-¢+a-¢, (atsb)-d=a-¢+b-¢
o (a-(b-9) =(axsb)-¢
o 1-¢p=0¢.

Feita esta definicao, a partir de agora nao faremos mais distingao entre os
operadores + e +, - € X ¢, exceto quando necessario. Além disso, escreveremos

¢ — 1 no lugar de ¢ + 1.

Definicao A.2. Um espaco com produto interno complexo H ¢é um espaco
vetorial com um conjunto H sobre o corpo dos niimeros complexos, munido de
um produto interno (-|-) : Hx H — C satisfazendo os sequintes aziomas. Para
quaisquer ¢, ¢’ € H e quaisquer a,b € C:
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o (Vo) = (o)
o (Y|Y) >0, com (Y|p) =0 se, e somente se, 1 =0
o (V]ag +bd) = a{|g) + b{|¢').

Definicao A.3. Sejam § um espago com produto interno complexo e ¢, € S.
A norma de ¢ € definida por ||¢| = \/{(¢|¢). A distancia entre os vetores ¢
e 1 € dada por dist(¢p, V) == ||¢ — ||

Se tivermos H = C” e o produto interno definido como

<('T17 s axn>‘<y17 s 7yn)> = Zx:y’m
=1

entao falamos sobre o espaco com produto interno complexo n-dimensional.

Neste texto adotamos a notagao de Dirac, de modo que nos referimos a um
elemento 1 de um espago com produto interno complexo por |1), que é chamado
um vetor ket. Como pode ser visto no restante do texto e deste capitulos, tal
notagao é bastante conveniente.

Considere um espaco com produto interno complexo H. Para quaisquer
vetores ¢, 1 € H e qualquer ¢ € C, valem as seguintes propriedades:

(a) (co|) = c*(|v)
(b) fleall = Il o]
(©) [(@l)] < [|oll[[¢]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(d) [lo+ 9l <ol + [[¢]| (desigualdade triangular)

)

(e) |+ + ¢ — vl = 2[|o||” +2[|||* (lei do paralelogramo)

Demonstracao. (a) Utilizando os axiomas do produto interno, temos:
(colv) = (Yleg)” = (c(v]e))” = " (¥lo)* = *(elv).
(b) Utilizando a propriedade (a) provada acima, temos:

el = \/{cgled) = /ereldld) = Vere V/(9]g) = || [|o]].
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(c)

(e)

Caso (¢|t)) = 0, a desigualdade se reduz a 0 < [|¢||||¢]| e é trivialmente sa-
tisfeita. Sendo, (p|1)) # 0 e podemos assumir, sem perda de generalidade,

que ¥ # 0. Suponha entao que ¥ # 0 e {(¢|y) # 0.

Para qualquer ¢ € C, temos (¢ + cy|¢ + cp) > 0. Expandindo essa
expressio, temos (9]6) -+ (c(g1))* +c{oli) +c*c{i[p) > 0. Em particular,

o (ol
= A\o—"+ A =A%
T M
Entao teremos A (¢[¢)) 4+ 2M|(¢[¢)] + (¢|¢) > 0.

Como ¢ # 0, g(\) = NW[Y) + 2X[(d|Y)| + ($|¢) é um trindmio do
segundo grau em A. Além disso, sabemos que g(A) > 0, e portanto seu

discriminante deve ser nao-positivo. Assim, [{(¢|y)] — (¢|o)(¥]¥) <0, e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz segue imediatamente.

O resultado segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Abaixo denotamos
a parte real de um nimero complexo ¢ por Re(c):

lp+l> = (¢+1lo+¢)

(@lo) + (B1) + (¥lg) + (¥|¥)
(6lo) + 2 Re((plv)) + ([)
(0lo) + 2[Re((g]))| + (v[¢)
ol + 2llll[[¢ ]l + [12]1%, por (c)
(1ol + ll)*.

IA A

Segue diretamente da expansao da norma, de acordo com a definicao.
O

Definicao A.4. Dada uma seqiiéncia infinita ¢1,¢o,... € H, onde H é um
espago com produto interno complexo, dizemos que ela converge para ¢ € H se,
para qualquer € > 0, ezistir um nidmero N(e) tal que ||¢; — ¢|| < € para todo
i> N(e).

Além disso, tal seqiiéncia infinita € chamada de seqiiéncia de Cauchy se,

para qualquer € > 0, existir um nimero M (€) tal que ||¢p;—¢;|| < € para quaisquer
i,7 > M(e).

Se toda seqiiéncia de Cauchy em H converge, dizemos que H é completo.

Definicao A.5. Um espaco de Hilbert é um espaco completo com produto in-
terno complexo.
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Nao vamos nos deter nos detalhes topoldgicos, que sao desnecessarios aqui.
Também nao vamos definir independéncia linear, bases, conjuntos geradores e
dimensao, pois esses conceitos ja devem ser bem conhecidos.

A partir de agora vamos nos referir sempre a H como um espaco de Hilbert.

A.2 Espaco de Hilbert conjugado

Definicao A.6. Uma funcao f : H — C € dita linear se f(a¢ + b)) =
af(p)+bf(v), para quaisquer ¢, € H e quaisquer a,b € C. Dizemos também
que f € um funcional.

E possivel provar que para todo funcional f existe um tnico ¢y € H tal que
f(¥) = (¢f|¢) para todo ¢ € H.

O conjunto de todos os funcionais de um espaco de Hilbert H é também um
espago de Hilbert (se definirmos a adi¢ao e a multiplicagdo da maneira usual).
Tal espaco é denominado dual do espaco de Hilbert H ou espaco de Hilbert
conjugado, denotado por H*, com produto interno (f|g) = (¢f|¢,) para todo
f.ge H".

Desta forma, estabelece-se uma bijecao entre H e H* e portanto todo espago
de Hilbert ¢ isomorfo ao seu dual.

Dado um elemento ¢ € H, ou |¢) como vetor ket na notacao de Dirac,
o funcional correspondente é denotado por (¢|, denominado vetor bra. Para

qualquer ¢ € H, temos <¢|(|1/1)) = (¢|v).

Se estivermos falando de um espaco de Hilbert n-dimensional, podemos
pensar em |¢) como um vetor coluna de dimensao n e (¢| como um vetor linha
de mesma dimensao. Neste caso, a transformacdo |¢) < (¢| corresponde a
uma transposi¢ao e conjugacao. O produto externo |¢)(1)| equivale portanto a
uma matriz de dimensao n, utilizando-se a definicao usual de multiplicacao de
matrizes. O mesmo se aplica ao calculo do produto interno.

A.3 Bases ortonormais

A ortogonalidade é um conceito de extrema importancia para a computagao
quantica. Numa medicao, sé é possivel distingiiir estados quanticos mutuamente
ortogonais.

Definicao A.7. Dois vetores nao-nulos ¢,v € H sao ortogonais, o que se
denota por ¢ L 1, se (p|p) = 0. Um conjunto S C H € ortogonal se cada par
de elementos distintos do conjunto forem ortogonais. Um conjunto ortogonal é
chamado ortonormal se todos seus elementos tém norma 1.
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Proposicao A.8. Seja B C H um conjunto ortogonal com n elementos. Entao
os vetores de B sao linearmente independentes.

Demonstracao. Seja B = {¢1,...,¢,}. Vamos provar que a unica solugao para
a1p1 + ... + a,¢, = 0 ¢é a trivial, com a; = 0 para todo 1 < i < n, e portanto
os vetores ¢, ..., ¢, sao linearmente independentes.

Dado i, temos que (¢;|larpr + -+ + andp) = (¢;| 0) = 0. Porém, temos
também que (¢ila1dy + -+ an¢n) = Y7, a;{¢il¢;) = 0. Como B é ortogonal,
(i]¢j) = 0se i # j e portanto a soma anterior é simplificada para a;(¢;|¢;) = 0.
Como (¢;|¢i) # 0, devemos ter a; = 0.

Como 17 foi escolhido arbitrariamente, temos que a; = 0 para 1 < i < ne
portanto os vetores de B sao linearmente independentes. O]

Definicao A.9. Um conjunto ortonormal B C H é uma base ortonormal de H
se todo vetor v € H pode ser escrito como

v = Z%gb,

¢oeB
com ay € C para todo ¢ € B.

Definigao A.10. Seja B = {¢;}, uma base para um espago de Hilbert H
e v € H um vetor. Entdao 1 pode ser escrito como combinacao linear dos
elementos de B: ¥ = a1¢1+- - - +a,¢,. Chamamos (ay,...,a,) a representagao

de ¥ na base B.

Pode-se provar que quaisquer espacos de Hilbert H; e Hy de mesma dimen-
sao sao isomorfos. Assim, denotaremos um espaco de Hilbert d-dimensional
por Hg.

Dada uma base ortonormal B de um espacgo de Hilbert H, é facil verificar
as seguintes propriedades, para quaisquer ¢, € H:

L [¢) =2 cpvlo))

2. Se (¢|y) = 0 para todo v € B, entao ¢ = 0.
3. (Blv) =22 enl@l (V)
4. |v|)? = Y en |(7|1/1) }2 (identidade de Parseval)

Vamos provar apenas o primeiro item. Todos os outros seguem imediata-
mente deste.
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Demonstragao. Como B = {71,...,7,} é uma base, existem ay, ..., a, € C tais
que [¢) = Z?:l aili)-

Dado 7, temos que
(vilg) = Zai<%’|’>’j> = ai{viln) = a; - 1 = a;.
j=1

[]

Dado um subespaco W de um espaco de Hilbert H, existe um tnico subes-
paco W+ de H tal que todo vetor de W é ortogonal a todo vetor de W+. Além
disso, todo vetor ¥ € H pode ser escrito de forma tinica como ¥ = ¢1 + ¢o, com
D1 EW e ¢y € W,

Nesse caso dizemos que H é a soma direta de W e W+ e denotamos por

H = W @ W+, Dizemos também que W e W+ formam uma decomposicao
ortogonal de H.

Podemos generalizar essa decomposicao em subespacos ortogonais. Assim,
H=W,@---®&W,, onde (¢;|¢;) = 0 sempre que ¢; € W, e ¢; € W;, com i # j,
onde W;, 1 <1 < n, sao subespacos de H. Segue também que todo ¥ € H pode
ser escrito de forma tnica como ¥ = ¢; + - -+ + ¢, com ¢; € W;; 1 <7 < n.

A.4 Operadores lineares

Definicao A.11. Um operador linear sobre um espaco de Hilbert H é uma
funcao linear A: H — H.

A aplicagdo de um operador linear A em um vetor [¢) é denotada por Al1)).

Além disso, A também é um operador linear de H*, levando (¢| a (¢|A.
Quando (¢|A é aplicado a algum vetor 1, primeiro realiza-se a aplicagao de A
sobre 1) para depois aplicar (¢|.

Um operador linear A é chamado positivo ou semi-definido, denotado por
A >0, se, para qualquer [¢) € H, tivermos ()| Ay) > 0.

Fixada uma base enumerdvel B = {|91> el } de H, qualquer operador
linear A pode ser representado por uma matriz, indexada por elementos de I,
tendo, como entrada (i, j), o valor (6;|A6;). Essa matriz é identificada com o
proprio operador A e denotada da mesma forma, quando nao houver perigo de
confusoes por conta de bases diferentes.

Definicao A.12. A norma ||A[| de um operador linear A € sup 4 [|A9||. Um
operador linear A € dito limitado se ||A]| < oo.
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Uma classe de operadores lineares de extrema importancia sao os projetores.
Como foi visto anteriormente, se tivermos uma decomposicao ortogonal de H
em Wi e Wy, entao todo vetor de ¢ € H tem uma representacao unica 1 =
W1 + o, com Y; € Wit = 1,2. Os vetores ¥; e 1)y sao as projecoes de 1 nos
subespacos W; e Ws, respectivamente. Neste caso, o operador Py, que leva 9
a 1; é chamado projetor sobre o subespaco Wi;.

Se um subespago é gerado apenas por um vetor ¢, ||¢|| = 1, escrevemos Pj.
Pode-se provar que P, = |¢)(¢|. Veja [T197].

Também nao é dificil provar que todo projetor é idempotente, ou seja, que
P2 =P,

Definicao A.13. O adjunto T* de um operador linear T limitado é um ope-
rador tal que, para quaisquer ¢, € H, (Y|T¢) = (T*Y|¢). Um operador T' tal
que T* =T é denominado auto-adjunto.

Normalmente utilizaremos a notacao (¢|T|¢), ao invés de (1)|T'¢), de modo
que

(T*9|o) = ([T]9) = (L|TP).

Se tomarmos a matriz A correspondente ao operador linear 7' em relagao a
uma base qualquer, a matriz correspondente a T* é simplesmente A*, a conju-
gada transposta de A.

Uma matriz A é hermitiana se A = A*. A cada operador auto-adjunto T’
corresponde uma matriz hermitiana A.

A.5 Autovalores, autovetores
e representacao espectral

Definicao A.14. Dado um operador A sobre o espaco de Hilbert H,, A\ € C e
¢ € H,, se Ap = A\, entao ¢ é um autovetor de A e A € o autovalor associado
a ¢. O espectro de A é o conjunto de todos seus autovalores.

Para um dado operador A, se tivermos A¢p = Ap, A € C, entdao A(cp) =
c(Ap) = c\p = A(co) pela linearidade de A. Logo c¢¢ também é um autovetor
de A. Se Apy = Aoy e Apy = A, com ¢ # ¢9, segue da mesma forma que
A(p1+ d2) = A(¢1 + ¢2), de modo que ¢y + ¢ também é autovetor de A. Como
A-0=X-0, temos que o conjunto de todos os autovetores associados a A é um
subespaco de H, chamado de autoespaco de H e denotado por H.

Se os autovalores distintos de uma matriz hermitiana A sdo Aq,..., A\, € a
dimensao do autoespago H,, é m(i), entao Y .~ m(i) = n, ou seja, o subespago
gerado por todos os autovetores tem dimensao n.
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Proposicao A.15. O determinante de uma matriz € igual ao produto de seus
autovalores. Além disso, o traco (soma dos elementos da diagonal) de uma
matriz A, denotado por Tr(A), € igual a soma dos autovalores de A.

A prova deste resultado pode ser vista em [T197].

Proposicao A.16. Todos os autovalores de uma matriz hermitiana A sao re-
ais. Além disso, autovetores de A correspondendo a autovalores diferentes sdo
ortogonais.

Demonstracao. Seja ¢ um autovetor de A correspondendo ao autovalor A. Te-
mos entao

Molo) = (9]A) = (9]Ad) = (A"9|) = (Ad[9) = (Adl9) = A" (¢]9).

Como ¢ # 0, temos A = \* e assim A € R.

Considere agora ¢1, ¢o dois autovetores de A, correspondentes aos autova-
lores A1, Ay € R, respectivamente, com Ay # \,. Temos entao

M(d1|g2) = (Mdi|ga) = (A1|d2) = (A"1]d2)
= (¢1]|Ad2) = (P1|A20b2) = Aa(b1]2).

Como \; # Ag, teremos necessariamente ¢; L ¢o. O

Considere um espaco de Hilbert H,, e uma matriz hermitiana A de di-
mensao n com autovalores Ai,..., A\, e respectivos autoespacos Hy,,..., H) .
Existe uma base ortonormal B,, para cada autoespaco H),, 1 <7 < m. Entao
B = U™, By, ¢ uma base ortonormal de H, pelos resultados apresentados acima.

Teorema A.17 (Representacao Espectral). Seja A uma matriz hermitiana
e A, ..., A\, seus autovalores distintos. Entao

k
A=) AP,
i=1

onde P; é o projetor sobre o autoespago correspondente a \;.

Demonstracao. Seja ¢ um vetor e considere ¢; = P;¢, ou seja, ¢; é a pro-
jecao de ¢ sobre o autoespaco correspondente ao autovalor A;. Segue que
o= 25:1 ¢j, pois os subespacos sao ortogonais. Assim,

k k k k
Ap=A (Z@) = Ad; =D Moy =D APio
j=1 j=1 j=1 j=1
e isso completa a prova. O
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A.6 Produto tensorial

Definicao A.18. Sejam H,, Hy espacos de Hilbert com respectivas bases orto-
normais By = {|¢1),...,|on)} € Ba = {|¢1),...,|¥m)}. O produto tensorial
de H, e Hy, denotado por Hi® Hs, é o espago de Hilbert H gerado pelo conjunto

Bi= By x By = {(16.0,)) : [60) € Br.lvy) € Ba,

e com produto interno entre (|¢,~>, |¢j>) e (|¢k), |@Z)l>) dado por {(¢i|dr) (Vi)
para quaisquer ¢;, ¢ € By e ¢, € Ds.

Da definicao, os elementos de B sao ortonormais, de forma que B, o con-
junto gerador, é também uma base para H; ® Hy e, portanto, dim(H; ® Hs) =
dim H; dim H,. O produto interno entre quaisquer elementos de H; ® Hs ¢é to-
talmente determinado pelo produto interno entre os elementos dessa base, que
foi definido acima.

Definicao A.19. Sejam H,, Hy e By, By como na definicao acima, ¢ =
Yoo ciloi) € Hi e = 370", djlby) € Hy. Definimos o produto tensorial
de |p) e |¢), pertencente a Hy @ Hs, por

) @ [¢) : ZZ@ (166}, [45))

=1 j=1

Algumas vezes serd mais conveniente escrevermos |¢)[y) ou |py) ou |@, 1)
no lugar de |¢) ® |v), para |¢) € Hy e [)) € H,

Como observado acima, o produto interno entre os elementos de By e Bs
determina o produto interno entre quaisquer elementos de H; ® Hy. Em particu-
lar, pode-se provar facilmente que o produto interno entre |¢) ® ) e |¢') ® |¢'),
isto 6, (6, ¥|d/,4'), ¢ dado por (6|¢'){(w]¢'), para quaisquer [9),|¢) € H, e
|¥), ') € Ha.

Seguem as seguintes propriedades do produto tensorial, para quaisquer ve-
tores |¢) € Hy,|¢) € Ha,|y) € Hye c € C:

L (|¢)®[¥) ®|7) =|¢) ® (|v) ® 7)) (propriedade associativa)

2. ¢(|9) @ [¥)) = (clo) @ |¥) = |6) ® (clv))

3. (I8)+1¥)) @) = [#)@|y)+]¢) @|y) (propriedade distributiva & esquerda)
4. oy (J0)+17) = [8) @ |¢) +]¢) @|7) (propriedade distributiva & direita)

94



Sejam By,...,B,, bases ortonormais dos espacgos de Hilbert Hy,..., H,.
Entao o conjunto

B1®"'®Bm:®Bi={¢1®---®¢m1¢i€Bi}
i=1
¢ uma base para o espaco de Hilbert

H1®~--®Hm:®Hi.

Exemplo 1.20 Considere o espaco de Hilbert bidimensional Hy com base
By = {|0),[1)}, onde

Entao o conjunto
QB ={l22) @+~ @ |ws) 01 -+, € {0,1}"}
i=1

¢ uma base ortogonal do espago de Hilbert

Hgn = ® HQ,
i=1

de dimensao 2".

Vamos estender o produto tensorial para as matrizes, correspondentes a
operadores lineares. Considere as matrizes

app 0 Qip bin -+ bim
A= e e B=
Uni Qo bt b
O produto tensorial de A e B, denotado por A ® B, é definido por
anB - a1, B
A® B = : . :
B - a,,B

Seguem as seguintes propriedades:
(A® B) (o) ® [v)) = (Alg)) ® (Bl))
2. (A®B)(C®D)=AC® BD
3. (A® B)" = A* @ B*.
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Apeéendice B
Mecanica quantica

A seguir relacionamos os conceitos de espacos de Hilbert, vistos no capitulo
anterior, com seus equivalentes na mecanica quantica.

B.1 Axiomas

Um sistema quantico é representado por um espaco de Hilbert H com a
dimensao escolhida apropriadamente. Para nos, esta dimensao sempre sera
finita. Se tivermos dois sistemas quanticos com seus correspondentes espagos
de Hilbert H, e H,, entao o espaco de Hilbert correspondente a composicao
destes sistemas serd H := H; Q@ Hs.

B.1.1 Estados quanticos

Antes de definirmos estados quanticos, precisamos introduzir o conceito
de raios. Considere a relagao ~r em H definida da seguinte maneira: dados
o), |) € H, dizemos que |¢) ~r |1)) se, e somente se, |¢) = afi)) para algum
o € C. E muito facil ver que a relacao ~pg é reflexiva, simétrica e transitiva,
e é portanto uma relagao de equivaléncia em H. Entao a relacao ~g induz
naturalmente uma particdio de H em classes de equivaléncia. Um raio (ray)
de H é uma classe de equivaléncia de H induzida pela relagao ~g. Em outras
palavras, um raio é uma classe de equivaléncia de vetores de H que diferem por
um fator multiplicativo complexo.

Dado um sistema quantico representado pelo espaco de Hilbert H, um es-
tado quantico deste sistema é um raio de H. Como um raio é uma classe de
equivaléncia induzida pela relacao ~g, podemos convencionar que utilizaremos
como representantes de cada classe um vetor de norma unitaria. De acordo com
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esta convencao, se |¢) é um representante de uma classe, entao |¢) = e¢¥|¢), para
qualquer 6 € R, também é um representante da mesma classe, ou seja, ambos
constituem o mesmo estado quantico. Neste caso, identificamos |¢) com [¢), ja
que eles sdo fisicamente indistingiiiveis, e chamamos o fator ¢ de fator de fase
global.

Como cada raio corresponde a um estado quantico possivel, dados dois es-
tados quanticos |¢) e 1), ortogonais entre si, podemos formar um novo estado
17) = al¢) + Bl¢), onde a, 5 € Ce |laf* + ||8]]* = 1. O estado |7) é uma
superposicao dos estados |¢) e |¢). Retomando a discussao anterior, os veto-
res |) e €|y) representam o mesmo estado quantico. J4 se formarmos o estado
) = alo) + e?B|yY), com 6 € (0,27), ndo podemos identificar |y) com |p). O
fator ¥ é chamado de fator de fase relativa entre |v) e |¢) e, diferente do fator
de fase global, é importante fisicamente.

Fixada uma base ortonormal B de H, chamamos de estados bdsicos de H
os estados desta base. Todo estado [1) em H pode ser escrito como uma super-
posicao de estados basicos, ou seja,

) = D agle),

lp)eB

onde oy, € C para todo |¢) € B. O fator a,, é chamado de amplitude do estado
bésico |¢) em |v).

A evolucdo de um estado quantico em H durante um certo intervalo de
tempo é determinada por uma matriz unitaria em H. Uma matriz U é unitaria
se U* = U~!. Uma matriz que define uma possivel evolugao em um sistema
quantico serd chamada de operador.

B.1.2 Observaveis e medicoes

Informalmente, um observdvel é uma propriedade de um sistema quantico
que pode ser medida. Formalmente, definimos um observdvel como um operator
auto-adjunto em H.

De acordo com o teorema A.17 da representagao espectral, todo observa-
vel O pode ser escrito como

0=> AP, (B.1)

onde A é o espectro de O e, para A € A, Py é o projetor sobre W), o autoespaco
associado a A\. A proposicao A.16 nos garante que os autoespacos de O sao
ortogonais, de modo que H = @, ., W,. Algumas vezes serd mais conveniente
representarmos um observavel pelo seu conjunto de autoespacos. Nesta nova
representagao, o observavel O seria dado por {Wy : A € A}.
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Na mecanica quantica, medigoes sao fundamentalmente diferentes de medi-
¢oes na fisica classica: uma medicao altera irreversivelmente o estado quantico
observado. Além disso, o resultado das medigoes é probabilistico.

Medigoes sao feitas relativas a algum observavel. O resultado numérico de
uma medicao com relacao a um observavel O é um autovalor de O. Considere a
representagao espectral de O, dada em (B.1). Para qualquer autovalor A de O,
a probabilidade de obtencao de A como resultado da medicao de um estado
quantico |¢) é dada por HP,\]LD>H2 = (| Py1). Se X é o resultado obtido, entao
o estado quantico (normalizado) do sistema imediatamente apds a medigao sera

PAl)
VWP

onde o denominador é simplesmente um fator de normalizagao. Se uma medi-
¢ao relativa ao mesmo observavel for repetida imediatamente apds a primeira
medi¢ao, entao o resultado serd o mesmo, com probabilidade 1.

B.2 Experimento com polarizacao de fétons

Vamos exemplificar um experimento simples para nos familiarizarmos com
alguns fenémenos quanticos.

Os equipamentos utilizados sao uma fonte de luz, como laser, e trés polardi-
des (filtros de polarizacao) A, B e C, onde A é polarizado horizontalmente, B
a 45° e C verticalmente. Eles devem ser dispostos como indicado na Figura B.1
(inicialmente nao utilizaremos B):

14y |

fonte de luz AS) [—)
|¥) | —=)
A C

Figura B.1: Disposicao do equipamento.

Um féton pode estar polarizado verticalmente (representado por |1)), hori-
zontalmente (representado por |—)), ou numa superposicao destes estados, ou
seja, a|T)+5]—), com a, 3 € C. Assumindo que a luz gerada é aleatoriamente
polarizada, cerca de metade dos fotons emitidos serao polarizados horizontal-
mente por A e o atravessam. Note que A nao deixa passar apenas os fétons
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com a =0 e § =1, senao apenas uma fracdo minima dos fétons atravessaria A,
0 que nao € o caso.

Os fétons polarizados horizontalmente nao passam pelo filtro vertical C.
Porém, se adicionarmos B entre A e C', observaremos que 1/8 dos fétons emi-
tidos pela fonte atravessam C' (veja a Figura B.2).

|7
fonte de luz |*) [—) |#) | +)

| ¥) |—)

A B (o)

Figura B.2: Nova disposicao, utilizando o polardide B.

A mecanica quantica explica esse fenomeno do seguinte modo. Em A, ocorre
uma medigao do féton, de acordo com o observavel Oy = {FEj, Ey}, onde E;
e E, sdo gerados, respectivamente, por | 1) e por | —). Apds a medigao de
um féton no estado de polarizagdo a| T) + 3| —), ele estard no estado | 1)
com probabilidade |o|* e no estado | —) com probabilidade |3]>. Apenas estes
ultimos, projetados sobre Fy, atravessam A.

Em C ocorre uma medi¢ao de acordo com o mesmo observavel O, porém
apenas os fotons projetados sobre F; pela medicao atravessam o polaréide. Se B
nao estiver entre A e C, todos os f6tons chegando a C' sao da forma 0| 1)+1|—)
e portanto nao é possivel que nenhum deles o atravesse.

Entretanto, caso B seja interposto entre A e C, ele realizara uma medigao
de acordo com o observavel O = {E}, E}}, onde Ej e E) sao gerados respecti-
vamente por | /) e por |\, ), onde

1 1
V2 V2

Com isso, metade dos fotons polarizados horizontalmente que atingem B é pro-
jetada sobre F/ e o atravessa, enquanto a outra metade é projetada sobre E} e
¢é absorvida ou refletida.

/7)== (T +1=)) e IN) = —(I1) = =),

Agora os fotons que chegam a C' nao terao mais a =0e =1, e sim o =
g=1/ V2. Desta forma, metade deles serd projetada sobre E, e atravessard C' e
a outra metade é absorvida ou refletida. Assim, cerca de 1/8 do total de fétons
emitidos atravessa A, B e C, como observado experimentalmente.
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Apéndice C
Teoria dos numeros

Fazemos uma breve revisao de alguns conceitos e resultados basicos de teoria
dos niimeros. A familiarizacao com os topicos aqui cobertos é fundamental para
a compreensao do algoritmo de Shor.

Alguns resultados serao enunciados sem prova. O leitor interessado pode
consultar o capitulo 31 do livro de Cormen et al. [CLRSO01], o capitulo 4 do
livro de Graham et al. [GKP94], os capitulos 10 e 11 do livro de Papadimi-
triou [Pap94], e os livros de Fraleigh [Fra89], Rosen [Ros00], Coutinho [Cou00]
e Bressoud [Bre89].

C.1 Divisibilidade e primalidade

A divisibilidade de um inteiro por outro é um conceito que permeia toda a
teoria dos numeros.

Definicao C.1. Sejam n e d inteiros. Dizemos que d divide n se eriste um
inteiro k tal que n = kd, e denotamos isso por d|n. Neste caso, dizemos
também que n € divisivel por d e que n é um multiplo de d. Se d|n e d > 0,
entao dizemos que d € um divisor de n. Se d nao diwvide n, isso é denotado
pord fn.

E claro que todo inteiro n ¢é divisivel por 1 e n, que sao chamados de divisores
triviais de n. Um divisor nao-trivial de n é chamado de fator de n.

O seguinte resultado é imediato da definicao de divisibilidade:

Proposicao C.2. Sejam d, a, b inteiros. Se d divide a e b, entao d divide ax+by
para quaisquer x,y € Z.

Também é claro que, se a divide b, entdo |a| < |b|. Assim, a|b e b|a
implicam que a = +b.
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Os inteiros nao-negativos que nao tém nenhum fator sao extremamente
importantes:

Definicao C.3. Seja n > 1 um inteiro. Dizemos que n
divisores de n sao 1 e n. Caso contrdrio, dizemos que n

€ primo se 0s UNICOS
¢ composto.

Observe que 1 nao é nem primo nem composto.

O seguinte fato é conhecido desde os tempos de Euclides:

Teorema C.4. Ha infinitos nimeros primos.

Demonstracao. Suponha que o conjunto P dos nimeros primos é finito. Con-
sidere o inteiro M =1+ Hpep p, ou seja, M é o produto de todos os primos,

somado com 1. E ébvio que M ¢ P, de modo que M deve ser composto, ou
seja, M tem um fator primo.

Seja p um primo. E claro que p nao divide M, pois p divide M —1. Entao M
nao tem nenhum fator primo, um absurdo.

Segue que existem infinitos niimeros primos. O

A operacao de divisao e médulo pode ser formalizada para os inteiros através
do seguinte resultado:

Teorema C.5 (Divisao). Sejam m > 0 e n > 0 inteiros. Entao existem
inteiros q e r satisfazendo m = qn +1r e 0 < r < n, e tais inteiros sao Unicos.

No teorema acima, o valor ¢ é chamado de quociente da divisao de m por n
e é denotado por [m/n| e o nimero r é o resto da divisdo de m por n, denotado
por m mod n. E ébvio que n divide m se, e somente se, m mod n = 0.

Definicao C.6. Dados inteiros a, b, d, dizemos que d é divisor comum de a e b
se d € divisor de a e de b. Se a # 0 ou b # 0, entdo o maior dos divisores
comuns de a e b é chamado de maximo divisor comum de a e b e € denotado
por mdc(a,b). Se mdc(a,b) = 1, entao dizemos que a e b sdo relativamente
primos ou primos entre si.

Provamos a seguir algumas propriedades importantes sobre divisores co-
muns.

Teorema C.7. Sejam a,b inteiros, nao ambos nulos. Entdo mdc(a,b) € o me-
nor elemento positivo do conjunto {ax + by : x,y € Z} de combinagdes lineares
inteiras de a e b.
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Demonstragao. Seja d o menor elemento positivo de I := {ax 4+ by : z,y € Z}
e sejam x,y € Z tais que d = ax + by.

Vamos mostrar que mdc(a,b) > d. Pelo teorema C.5 da divisao, existem
inteiros ¢ e r satisfazendo a = qd +1r e 0 < r < d. Mas entao

r = a—qd=a—qlar+by) =a(l —qzr)+ b(—qy)

também é uma combinacao linear inteira de a e b. Como d é o menor elemento
positivode I e 0 < r < d, entao r = 0. Segue que d | a. Analogamente provamos
que d|b. Portanto mdc(a,b) > d, pois d é divisor comum de a e b.

Agora mostramos que mdc(a,b) < d, completando a prova. Pela proposi-
¢ao C.2, mde(a, b) divide d = ax + by. Como d > 0, entdo mdc(a,b) < d, como
queriamos. O

Corolario C.8. Sejam a e b inteiros, nao ambos nulos. Se d é um divisor
comum de a e b, entdo d| mdc(a,b).

Demonstragao. Pelo teorema C.7, existem inteiros x,y tais que mdc(a,b) =
ax + by, ou seja, mdc(a, b) é uma combinagao linear inteira de a e b. Mas d | a
e d|b, de modo que d| mdc(a,b), pela proposigao C.2. ]

O seguinte resultado fornece imediatamente um algoritmo para o célculo do
maximo divisor comum, como veremos posteriormente.

Teorema C.9 (Recursao de Euclides). Sejam a > 0 e b > 0 inteiros. Entao
mdc(a, b) = mdce(b, @ mod b). (C.1)

Demonstracao. Seja d := mdc(a,b) e sejam ¢ := |a/b] e r :== a mod b. Vamos
mostrar que mdc(a, b) | mde(b, r) e que mde(b, r) | mde(a, b), de onde seguird o
teorema.

E claro que d |a e d |b. Como r = a—bq é uma combinacao linear inteira de a
e b, segue da proposicao C.2 que d|r. Entao d|b e d|r, ou seja, d é um divisor
comum de b e r. Pelo coroldrio C.8, d| mdc(b, ), ou seja, mdc(a, b) | mde(b, r).

O outro lado é analogo, pois a = ¢b + r é uma combinacao linear inteira

de ber. O

Proposicao C.10. Sejam d,a e b inteiros positivos e suponha que d|ab. Se
mdc(d,a) = 1, entao d|b.

Demonstragao. Como mde(d,a) = 1, o teorema C.7 nos garante que existem
inteiros z,y tais que dxr + ay = 1. Multiplicando esta equacao por b, temos
bdx + aby = b. E 6bvio que d|bdx, a primeira parcela. Por hipdtese, d | aby, a
segunda parcela. Mas entao d | b pela proposigao C.2, como querfamos. O
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O seguinte resultado segue imediatamente da proposicao C.10 acima.

Teorema C.11. Sejam p um primo e a,b inteiros. Se p|ab, entao p|a oup|b.

O teorema C.11 pode ser utilizado para provar o seguinte resultado, conhe-
cido como Teorema Fundamental da Aritmética:

Teorema C.12 (Fatoragao tunica). Seja n > 1 um inteiro. Entdo existe um
unico modo de escrever n na forma

€1 .62

n=py'py Pyt (C.2)
onde k > 1, os inteiros p; < py < --- < pg sao primos e e; > 0 para todo 1.

Na equagao (C.2), o lado direito é chamado de fatoragdo de n em primos.

C.2 Teoria dos grupos

Definicao C.13. Sejam G C G’ conjuntos e x : G' x G' — G’ uma funcao.
Um grupo (G,x*) € um conjunto G munido de uma fungdo x satisfazendo os
sequintes ariomas:

1. Fechamento: a x b € G para todo a,b € G.
2. Associatividade: (a*b) *c = a* (b*c) para todos a,b,c € G.

3. Existéncia de identidade: Ezxiste e € G tal que a x e = e x a = a para todo
a € G. Tal elemento e é chamado de elemento identidade do grupo (G, *).

4. Existéncia de inversos: Para todo a € G, existe b € G tal que a * b =
1

bxa =e. Tal elemento b € chamado de inverso de a e é denotado por a™".
Se (G,*) € um grupo, entio a fun¢do * é chamada de operacao binéria do
grupo.
Se, além desses aziomas, o par (G,*) satisfizer a * b = b * a para todo
a,b € G, entao dizemos que (G, *) é um grupo comutativo ou abeliano.

Dizemos que um grupo (G, *) € finito se G € finito. Neste caso, a ordem
de (G,*) éord ((G,*)) :=|G|.

Acima, definimos um grupo como um par ordenado (G, *) formado por
um conjunto GG e uma operacao binaria *. Em alguns momentos abusaremos
da notacgao e diremos que GG é um grupo, quando a operacao binaria * estiver
implicita no contexto.
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E 6bvio que (Z,+) é um grupo comutativo, tendo 0 como identidade e —n
como inverso de n para todo n € Z. E claro também que (Z, -) ndo é um grupo,
pois, por exemplo, o elemento 2 nao tem inverso multiplicativo nos inteiros.

Vamos construir, para cada inteiro positivo n, dois grupos finitos, através
das operacoes de adicao e multiplicacao modulo n.

Fixe n um inteiro positivo. Considere a relagao ~, C Z x Z definida da
seguinte maneira: dados a,b € Z, dizemos que a ~,, b se, e somente se, n divide
a—b. Se a ~, b, entao dizemos que a e b sao congruentes modulo n.

E muito fAcil provar que a relacao ~,, é reflexiva, simétrica e transitiva, e
¢é portanto uma relacao de equivaléncia em Z. Entao a relacao ~,, induz natu-
ralmente uma particao de Z em classes de equivaléncia. Dados inteiros a, b, é
facil provar que a e b estao na mesma classe de equivaléncia se, e somente se,
a mod n = b mod n, isto é, se a e b tém o mesmo resto na divisao por n. Por-
tanto, a classe de equivaléncia contendo o inteiro a é [a], == {a + kn : k € Z}.

Definimos Z, como o conjunto de classes de equivaléncia induzidas pela
relagdo ~,, ou seja, Z, := {[a]n 0<a< n} Podemos convencionar que o
representante de uma classe [a],, é o unico elemento nao-negativo da classe que
¢é estritamente menor que n. Mas é importante lembrar que cada elemento
de Z, é uma classe de equivaléncia: quando nos referirmos, por exemplo, ao
elemento —1 de Z,,, estamos nos referindo a classe representada por n — 1, de
acordo com a nossa convencao.

Podemos definir agora as operacoes de adicao e multiplicagao moédulo n.
Seja +y 1 Zy X Ly — L, definida da seguinte forma: dados [a], ,[b], € Z,,
tomamos [al, 4+, [b],, := [a + b],. A multiplicacdo médulo n é definida de forma
analoga: dados [a],, [b],, € Z,, tomamos [a], -, [b], := [ab],. Com as operacoes
definidas deste modo, dados representantes a e b, para obtermos o representante
da adicao e multiplicacao médulo n de a e b, basta aplicarmos a operacao
desejada sobre a e b, vistos como inteiros, e calcular o resto da divisao do
resultado por n.

E muito f4cil provar o seguinte resultado:
Proposicao C.14. O par (Zy,+n) € um grupo comutativo finito.

Chamamos o grupo (Z,, +,) de grupo aditivo mddulo n. Escreveremos, de
agora em diante, + no lugar de +,,.

Vamos definir agora o grupo multiplicativo médulo n. Considere o conjunto
Zt = {la], : mdc(a,n) = 1}. (C.3)

Teorema C.15. O par (Z;,-,) € um grupo comutativo finito.
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Demonstracao. E facil provar que valem as propriedades associativa, comutativa
e de fechamento e que Z; ¢ finito. A identidade é [1],. Resta provarmos a
existéncia de inversos. Seja [a], € Z). Como mdc(a,n) =1, o teorema C.7 nos
garante que existem inteiros z,y tais que ax 4+ ny = 1. Mas entao ax ~,, 1, isto
é, la],, -n [x], = [1],, e portanto [z], é o inverso de [a],,. O

De agora em diante passamos a escrever - no lugar de -, ou simplesmente
omitimos o simbolo da operacao, que ficaréd clara pela justaposicao dos fatores.
Escreveremos também a = b (mod n) no lugar de a ~,, b e de [a], = [b],,.

Vamos abusar da notagao e chamar Z,, de grupo aditivo médulo n e Z; de
grupo multiplicativo moédulo n.

A funcdo ¢(n) := |Z| é chamada de fungdo totiente de Euler e conta o
numero de inteiros entre 0 e n — 1, inclusive, que sao relativamente primos a n.
Mais adiante mostraremos uma forma de calcular ¢(n) a partir dos divisores
primos de n.

Definimos a seguir o conceito de subgrupo:

Definigao C.16. Sejam (G,*) um grupo e H C G. Se (H,*) é um grupo,
entao (H,*) € chamado de subgrupo de (G, x).

E claro que o grupo (2Z,+), onde 2Z := {2n : n € Z} é o conjunto dos pares,
¢ um subgrupo de (Z,+). Na verdade, para qualquer k € Z, o grupo (kZ,+),
onde kZ := {kn : n € Z}, é subgrupo de (Z,+).

O seguinte teorema é um poderoso resultado da algebra. Sua demonstragao
¢ muito simples e pode ser vista no livro de Fraleigh [Fra89].

Teorema C.17 (Lagrange). Sejam (G, ) um grupo finito e (H,*) um sub-
grupo de (G, ). Entao |H| € um divisor de |G|.

Se (H, x) é subgrupo de (G, x) e H # G, entao (H, ) é chamado de subgrupo
proprio de G. O corolario a seguir é imediato do teorema C.17 de Lagrange.

Corolario C.18. Se (H,*) é um subgrupo préprio de um grupo finito (G, x*),
entao temos |H| < |G|/2.

Seja (G, *) um grupo finito e seja ¢ € G. Vamos mostrar uma maneira
sistemédtica de se obter o “menor” subgrupo de (G, *) contendo g. Ou seja,
vamos construir um subgrupo (H,x*) de (G,*) tal que g € H e, para todo
subgrupo (H’,*) de (G, *) contendo g, temos H C H'.

Para tanto, comecamos encontrando todos os elementos de G que podem
ser obtidos a partir da aplicacao da operacao * em g. Seja e € GG o elemento
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identidade do grupo (G, *). Para k > 0, defina g* como

. | e se k=0,
g '{g*gkl se k> 0. (C4)

E ébvio que todo grupo contendo g também deve conter ¢g¥, para todo k > 0.
Mas o inverso de g também deve estar nesse grupo. Para k < —1, defina ¢*

como .
L) 9 se k= —1,
g = { g x gt se k< —1. (C.5)

E muito facil provar o seguinte teorema:

Teorema C.19. Seja (G,*) um grupo e seja g € G. Entdo (H, %), onde
H:={¢": ke7}, (C.6)

¢ um subgrupo de (G, ).

Denotamos o conjunto H do teorema C.19 por (g), isto é, (g) :=
{g* : k€ Z}. E claro que (g) é o menor subgrupo de (G,*) contendo g, no
sentido que foi discutido anteriormente.

Definigao C.20. Sejam G um grupo e g € G. O subgrupo (g) € o subgrupo
gerado por g. Dizemos também que g gera o subgrupo (g) ou que g € o gerador
do subgrupo (g). Se H é um subgrupo de G ¢ H = (g), entao H € o subgrupo
ciclico gerado por g. Se G = (g), entao G é um grupo ciclico.

Se H é um subgrupo ciclico gerado por g, a ordem de H, usualmente de-
notada por ord(H), poderd ser alternativamente denotada por ord(g). O va-
lor ord(g) é chamado também de ordem de g em G.

Teorema C.21. Seja (G, *) um grupo. Sejam e o elemento identidade de (G, x)
e g € G. Entao ord(g) é o menor inteiro positivo t tal que g* = e.

Demonstracao. Seja t o menor inteiro positivo tal que g* = e. Seja k € Z. Pelo
teorema C.5 da divisdo, existem inteiros ¢,r tais que k = gt +re 0 < r < t.
Entao g% = g9 = (¢')" x ¢" = %% g" = g". Assim, |{g)| < t.

Agora vamos mostrar que |(g)| > ¢t. Suponha por um instante que existem
inteiros 1 < i < j < t tais que ¢' = ¢/. Entao ¢'t* = ¢/** para todo k > 0.
Mas entdo ¢* = ¢t(=9) = ¢ e, portanto, ¢"**=7) = e¢. Mas isso é um absurdo,
pois 0 < i+ (t—j) < tetéomenor inteiro positivo satisfazendo g* = e. Segue

que [(g)] = t.
Portanto, ord(g) = |{(g)| = t, como queriamos. O
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O seguinte corolario ¢ imediato da prova do teorema C.21:

Corolario C.22. Sejam G um grupo e g € G. Entao a seqiiéncia (¢°, g*, g%, .. ".)
¢ periddica com periodo t := ord(g). Em outras palavras, g' = ¢’ se, e somente
se, i =7 (mod t).

Outro poderoso resultado da algebra pode ser sintetizado a partir do coro-

lario C.22 e do teorema C.17 de Lagrange:

Corolario C.23. Seja (G, *) um grupo e seja e € G o elemento identidade
de (G, ). Entao, para todo g € G,

g =e. (C.7)

Demonstragao. Seja t := ord(g). Pelo teorema C.17 de Lagrange, ¢ divide |G|
e, portanto, |G| = 0 (mod t). Mas entdo, pelo corolario C.22, ¢/¢l = ¢* = ¢,
como queriamos. O

Vamos agora aplicar estes resultados ao grupo Z;. Reescrevendo o corola-
rio C.23 na notacao dos grupos multiplicativos, temos o seguinte teorema:
Teorema C.24 (Euler). Seja n > 1. Entdo, para todo a € 7,

a®™ =1 (mod n). (C.8)

Como ¢(p) = p — 1 para todo primo p, entdo obtemos imediatamente do
teorema C.24 de Euler o resultado a seguir.

Teorema C.25 (Fermat). Seja p um primo. Entdo, para todo a € Z,

a?'=1 (mod p). (C.9)
Definicao C.26. Sejam n > 1 er € Z;. Ser € gerador do grupo Z}, entao r
¢ wma raiz primitiva de Z.

Seja r € Zy. E ébvio que r ¢ uma raiz primitiva de Z; se, e somente se,
ord,(r) = ¢(n), onde ord, (r) denota a ordem de  no grupo Z}.

Se r é uma raiz primitiva de Z;, entao o grupo Z; é ciclico e todo elemento
de Z; é uma poténcia de r. Ou seja, para todo a € Z, existe um 0 < z < ¢(n)
inteiro tal que r* = a (mod n).

Definicao C.27. Sejam n > 1 e r uma raiz primitiva de Z;. Seja a € 7.
Sabemos que existe um inteiro 0 < z < ¢(n) tal que r* = a (mod n). Tal z é o
logaritmo discreto de a médulo n na base r, denotado por ind,, .(a).

Nao é verdade que Z; é ciclico para todo n:

Teorema C.28. Os valores de n para os quais 7% € ciclico sio 2, 4, p* e 2pF
para todos os primos impares p e inteiros positivos k.
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C.3 Teorema do resto chinés

Seja n um numero composto e suponha que n pode ser escrito como um
produto de inteiros mutuamente primos entre si, ou seja, n = ny --- Nk, com
mdc(n;,n;) = 1 para todo ¢ # j. O teorema do resto chinés mostra que o
grupo Z, tem a “mesma estrutura” do produto cartesiano Z,, X --- X Zy,, .

Teorema C.29 (Resto chinés). Seja n = ny---ng, onde 0s n; sio mutua-
mente primos entre si. Considere a correspondéncia

a<— (ar,...,ax), (C.10)

onde a € Zy, a; € Zyn, € a; = amod n; para todo i. Entao a correspondén-
cia (C.10) é uma bije¢ao entre Z,, e o produto cartesiano Ly, X -+ X Ly, .

Demonstracao. Dado a € Z,, é muito facil encontrar inteiros aq,...,a; com
a; = amod n; e a; € Z,, para todo i: bastam k divisoes.

Sejam ay, ..., ay inteiros com a; € Z,, para todo i. Vamos mostrar como
obter a € Z, tal que a; = a mod n; para todo i.

Para cada i, defina m; := n/n;, isto é, m; = H#i n; é o produto de to-
dos os n;’s exceto n,. E claro que mdc(m;,n;) = 1. Pelo teorema C.7, exis-
tem inteiros x,y tais que xm; + yn; = 1, ou seja, xm; = 1 (mod n;). De-
fina m; 1'.= 2 mod n;, pois = é o inverso multiplicativo de m; médulo n,. Fi-
nalmente, tome ¢; := mimi_1 mod n;.

Seja j # i. Entdao m; = 0 (mod n;), pois m; | m;. Concluimos assim que
c; = m; = 0 (mod n;). Também temos ¢; = m;'m; = 1 (mod n;). Mas
entao ¢; < (0,...,0,1,0,...,0), onde todos os componentes sdo nulos exceto o
1-ésimo, que vale 1.

Tome a := aic; + - - - + agcr, mod n. Observe agora que, para todo i, temos
a = a;c; (mod n;) e, portanto, a = a; (mod n;), ja que ¢; =1 (mod n;). Segue
que a correspondéncia (C.10) é uma bije¢ao, como queriamos. m

Os seguintes corolarios seguem imediatamente do teorema C.29 do resto
chines.

Corolario C.30. Sejam nq,...,ni inteiros mutuamente primos entre si e n =
ni---ng. Entao, para quaisquer inteiros ay,...,ag, o sistema de equagoes T =
a; (mod n;) parai=1,... k tem uma unica solugio moédulo n.

Corolario C.31. Sejam nq,...,n. inteiros mutuamente primos entre si e n =
ny---ng. Entdo, para quaisquer inteiros x e a, temos x = a (mod n;) para
i=1,...,k se, e somente se, v =a (mod n).
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Podemos agora provar uma férmula para a funcao totiente de Euler:

Teorema C.32. Seja n > 1 um inteiro. Entao

¢(n)=n]] (1 - %) : (C.11)

peEP

onde P € o conjunto dos divisores primos de n.

Demonstracao. E 6bvio que ¢(p) = p — 1 para todo primo p, o que estd de
acordo com a equagao (C.11).

Suponha agora que n é uma poténcia de primo, isto é, que n = p* para
algum k£ > 1. Entao é facil calcular ¢(n): os dnicos inteiros entre 0 e n — 1,
inclusive, que nao sao relativamente primos a n sao os miltiplos de p, ou seja,
0,p,2p,...,( "t —1)p. Portanto ¢(n) = n — pt~1 = pk — pk=1 = pk(1 — 1/p).
Observe novamente que estamos de acordo com a equacao (C.11) e que esta
férmula fornece apropriadamente ¢(p) = p — 1 quando o expoente k vale 1.

Suponha entao que n nao é uma poténcia de primo. Entao podemos es-
crever n como um produto n = niny de inteiros ni,ny relativamente pri-
mos. Entao qualquer inteiro 0 < m < n pode ser representado pelo par
(m mod ny, m mod ny) e, pelo corolario C.30, tal representagao é tinica.

Observe agora que mdc(m,n) = 1 se, e somente se, mdc(m,ny;) = 1 e
mdc(m,ng) = 1. Pelo teorema C.9, temos entdao que mdc(m,n) = 1 se, e so-
mente se, mde(m mod nq,n1) = 1 e mde(m mod ng,ny) = 1. Portanto podemos
calcular ¢(n) recursivamente como ¢(n) = ¢(n1)p(ng), pois hé ¢(ny) possiveis
valores para a primeira coordenada e ¢(ny) possiveis valores para a segunda
coordenada da representacao mostrada acima tais que o inteiro representado
seja relativamente primo a n.

Uma fungao f sobre inteiros positivos é dita multiplicativa se f(1) = 1 e
f(ab) = f(a)f(b) sempre que mdc(a,b) = 1. Acabamos de provar, entao, que
a funcao totiente ¢(n) é multiplicativa. E claro que uma funcdo multiplicativa
é completamente definida pelo seu valor nas poténcias de primos. De fato,
suponha que f é multiplicativa e que a fatoragao de m seja

m=]]»m

peP

onde P é o conjunto dos divisores primos de m. Entao

Fom) = [T £™).

peEP
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Mas néds ja sabemos o valor de ¢(n) se n é uma poténcia de primo. Entao
temos

o) = [T o) =1 [pm” (1‘%)] :”H<1_}9>’

peP peP peEP

como queriamos. O

C.4 Equacoes modulares

Estudaremos agora algumas equagoes sobre Z,, e Z.
Primeiro consideramos as solugoes da equacao

ar=>b (mod n), (C.12)

onde a e n sdo inteiros positivos. Vamos denotar por (a) o subgrupo de Z,
gerado por a, isto ¢, (a) := {az mod n : z > 0}. E ébvio que a equacao (C.12)
admite solugbes em Z,, se, e somente se, b € (a). O teorema a seguir caracteriza
o subgrupo (a):

Teorema C.33. Sejam a e n inteiros positivos e d = mdc(a,n). Entdo

(@) = (d) = {o,d, 2d,... ((n/d) — 1)d} (C.13)
e portanto |(a)| = n/d.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que (d) C (a). Pelo teorema C.7, exis-
tem inteiros x e y tais que az+ny = d, ou seja, axr = d (mod n). Entéo d € (a).
E claro também que todos os miltiplos de d estdo em (a). Segue que (d) C (a).

Agora mostraremos que (a) C (d). Seja m € (a). Entao m = azx (mod n)
para algum x > 0. Assim, existe um inteiro y tal que m = ax 4+ ny. Como d|a
e d|n, entdo d|m pela proposigdo C.2. Portanto m € (d), como queriamos.

Finalmente, observe que existem exatamente n/d multiplos de d entre 0
en — 1, de modo que [{(a)| = n/d. O

Corolario C.34. Sejam a,b inteiros, n um inteiro positivo e d = mdc(a,n).
Se d|b, entdao a equacao (C.12) admite exatamente d solugcoes em Z,. Caso
contrario, ela nao admite nenhuma solucao.

Demonstracao. E ¢bvio que a equacao ax = b (mod n) admite solugoes se, e
somente se, b € (a). Pelo teorema C.33, (a) = (d). Entao a equagao (C.12)
admite solucao se, e somente se, d | b.

110



Resta provarmos que, se d|b, entdao a equagdo (C.12) admite d solugoes
em Z,. Suponha, entdo, que d|b. Sabemos pelo corolario C.22 que a seqiién-
cia ai mod n, com ¢ > 0, é peridédica com periodo ord(a) = |{a)| e, pelo teo-
rema C.12, [(a)| = n/d. Entao b mod n aparece d vezes na seqiiéncia ai mod n,
com 0 < i <n—1: uma vez em cada bloco de comprimento n/d. Os indices x
para os quais ax mod n = b mod n sdo as solugoes da equagao (C.12) em Z,.
Entao hé d solugoes para a equagao (C.12), como queriamos. O

Consideraremos agora alguns resultados interessantes acerca de equagoes
sobre Z .

Teorema C.35 (Logaritmo discreto). Seja r uma raiz primitiva de 7.

Entao a equacao

r® =rY (mod n)

vale se, e somente se, a equagao
z=y (mod ¢(n))

vale.

Demonstragao. Suponha que z = y (mod ¢(n)). Entdo x = y + k¢(n) para
algum inteiro k. Assim,

rt = pythe) (mod n)
= 7Y (r¢(”))k (mod n)
= rv.1*k (mod n)
= 7Y (mod n),

onde utilizamos o fato de que 7™ =1 (mod n), pelo teorema C.24 de Euler.
Suponha agora que r* = r¥ (mod n). Como r é uma raiz primitiva de Z},
entdo |(r)| = ¢(n). Pelo corolario C.22, a seqiiéncia de poténcias de r médulo n
é periédica com periodo ¢(n). Mas entdo, r* = r¥ (mod n) se, e somente se,
x =y (mod ¢(n)). O

Teorema C.36. Seja p um primo impar e seja k > 1 um inteiro. Entao a
equacao
22=1 (mod p") (C.14)

tem exatamente duas solucoes, a saber, v = +1.

Demonstragdo. Seja n := p*. Pelo teorema C.28, o grupo Z* tem um raiz
primitiva. Seja r uma raiz primitiva de Z;. Utilizando logaritmos discretos, a
equagao (C.14) pode ser escrita como

(rmdw(w)> =y (mod n). (C.15)
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Pelo teorema C.35 do logaritmo discreto, a equagao (C.15) é equivalente a
2ind, () =0 (mod ¢(n)), (C.16)

pois ind,, (1) = 0.

Pelo teorema C.32, temos ¢(n) = ¢(p*) = p*(1—1/p) = (p—1)p*!. Entao
temos d = mdc (2,gb(n)) = 2, pois p — 1 é par. Como d|0, o corolario C.34
nos garante que a equacao (C.16) tem exatamente d = 2 solugdes. Portanto a
equagao (C.14) admite exatamente 2 solugoes. E facil ver entdo que r = *+1 sao
as unicas solugoes da equagao (C.14). O

Podemos considerar equagoes da forma z? = 1 (mod n) para qualquer n
positivo. Solugoes diferentes de 41 sao chamadas de raizes quadradas nao-
triviais de 1 modulo n.

O corolario a seguir é imediato da contrapositiva do teorema C.36.

Corolario C.37. Seja n > 1 um inteiro. Se existe uma raiz quadrada nao-
trivial de 1, modulo n, entdo n é composto.

Vamos ver agora que, se tivermos a nossa disposicao uma raiz quadrada
nao-trivial de um n > 0, entao podemos facilmente obter um fator de n. Um
algoritmo eficiente para o cédlculo do maximo divisor comum sera apresentado
mais adiante.

Teorema C.38. Sejam n > 1 um inteiro e x uma raiz quadrada nao-trivial
de 1, médulo n. FEntdo ambos mdc(x — 1,n) e mde(z + 1,n) sdo divisores
nao-triviais de n.

Demonstragdao. Sabemos, pelo coroldrio C.37, que n é composto. Como 22 =

(mod n), entdao n divide 22 —1 = (z+1)(z —1). Por outro lado, z # 1 (mod n)
implica que n f(x — 1) e z Z —1 (mod n) implica que n [ (z + 1). Entao os
fatores de n devem estar separados entre x—1 e x+1. Logo, ambos mdc(x—1,n)
e mdc(z + 1,n) sao fatores de n. [

C.5 Consideracoes computacionais

Para os algoritmos que resolvem problemas de teoria dos niimeros, adotamos
a convencao de que um nuimero n é codificado através de sua representacao
bindria. Assim o tamanho da entrada de um algoritmo que recebe inteiros
ni,...,ng € By + -+ + Bg, onde G; := |lgn;| +1 = O(lgn;) é o comprimento
da representacao bindria de n; e lgm denota o logaritmo de m na base 2. Tal
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algoritmo é polinomial se seu tempo de execucao for limitado por um polinomio
em lgny,..., lgny.

Também precisamos ser cuidadosos com relagao ao tempo de execucao das
operacoes aritméticas. Para muitos algoritmos, costuma-se considerar somas
e multiplicagdes como operacoes elementares (ou primitivas) e que portanto
executam em tempo constante. Porém, dado que estaremos trabalhando com
nimeros “grandes”, o tempo de execucao destas operagoes sera relevante.

Como as operagoes aritméticas para inteiros de tamanho arbitrario sao de-
finidas em termos de operacoes sobre os bits de sua representacao binaria, é
razoavel medirmos o tempo de execucao dos algoritmos de teoria dos niimeros
através do numero de operacoes sobre bits que eles realizam. Por exemplo, a
soma de dois nimeros de 3 bits pode ser feita da maneira usual, como é feita
com lapis e papel, de modo a envolver O([3) operagoes sobre bits. E claro que
o tempo de execucao deste algoritmo ¢é linear no tamanho da entrada.

A maneira usual de se multiplicar ou dividir, como se faz com lapis e pa-
pel, fornece algoritmos que executam em tempo O(3?) quando recebem como
entrada inteiros de [ bits. Mas existem algoritmos mais rapidos para multi-
plicacao. Uma simples aplicagao do método de divisao e conquista fornece um
algoritmo cujo tempo de execucio é O(3%3), o que foi originalmente sugerido
por Karatsuba e Ofman [KO62, KO63]. Atualmente, o algoritmo assintotica-
mente mais rapido é o de Schonhage e Strassen [SS71, Knu81, Sch82], com tempo
de execugao O(fBlgBlglg B). Mais detalhes sobre esses algoritmos podem ser
vistos no livro de Knuth [Knu81].

O algoritmo ingénuo de fatoracao, que procura por um divisor de n en-
tre 2 e |/n], inclusive, consome tempo ©(3%y/n) = ©(3227/2) no pior caso, e
portanto é exponencial em relacao ao tamanho da entrada.

C.5.1 O algoritmo de Euclides

Em diversos algoritmos de teoria dos ntimeros ¢é essencial saber como cal-
cular eficientemente o maximo divisor comum entre dois inteiros positivos. O
teorema C.9 da Recursao de Euclides nos fornece imediatamente o seguinte
algoritmo, conhecido como algoritmo de Fuclides:

Algoritmo EucLIDES-MDC (a, b)

1 seb=0
2 entao devolva a
3 senao devolva EUCLIDES-MDC (b, a mod b)

Vamos analisar o nimero de chamadas recursivas feitas pelo algoritmo ao
executarmos EUCLIDES-MDC (a, b). Podemos supor que a > b > 0. De fato, se
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b > a > 0, entdo a chamada recursiva seguinte serd EUCLIDES-MDC (b, a). E
claro também que, se b = a > 0, entdao EUCLIDES-MDC (a, b) faz apenas uma
chamada recursiva.

Defina os nimeros de Fibonacci da seguinte maneira:

0 sen =20
F,=<1 sen =1 (C.17)
Fo,1+F, 2 sen>1

Referimos o leitor ao livro de Graham et al. [GKP94] para um estudo mais
detalhado desta seqiiéncia de ntimeros.

Lema C.39. Sea > b > 1 e a execucao de EUCLIDES-MDC (a,b) faz k > 1
chamadas recursivas, entao a > Fiio e b > Fjiq.

Demonstracao. Vamos provar o lema por inducao em k. Para a base da inducao,
temos que b > 1 = Fy e a > 2 = Fj3 por hipotese.

Para o passo da indugao, suponha que a execugao de EUCLIDES-MDC (a, b)
faz k > 1 chamadas recursivas. A primeira chamada recursiva ¢ EUCLIDES-
MDC (b,a mod b) que, por sua vez, realiza k — 1 chamadas recursivas. Pela
hipétese de indugao, temos entdo b > Fyi1 e (a mod b) > Fj. Assim, resta
provarmos que a > Fj.o.

Como a > b > 0, entao |a/b|] > 1, de forma que
b+ (amod b) =b+ (a — |a/b]b) < a.
Mas entdao a > b+ (a mod b) > Fyi1 + Fy = Fj12, como queriamos. O

Segue imediatamente a seguinte delimitagao para o nimero de chamadas
recursivas:

Teorema C.40 (Lamé). Se a > b > 1 e b < Fyy1 para algum inteiro k > 1,
entdo EUCLIDES-MDC (a, b) faz menos de k chamadas recursivas.

A delimitacao apresentada pelo teorema C.40 é justa: basta verificar que,
para qualquer k£ > 1, a execu¢do de EUCLIDES-MDC (Fjyy1, Fy) faz exata-
mente k£ — 1 chamadas recursivas.

Nao ¢ dificil provar por indugao que, para todo n > 0,

F, = %(gb” — &“), (C.18)

onde ¢ := (1++/5)/2 é a razdo aurea e ¢ := (1 —/5)/2. Assim, F, é apro-
ximadamente ¢"/ V5. Combinando esta aproximacao com o teorema C.40 de
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Lamé, concluimos que o nimero de chamadas recursivas numa execucao de
EucLIDES-MDC (a, b) é O(lgb). Supondo que a e b sao inteiros de (3 bits e que
a divisdo entre inteiros de 3 bits consome O(3%) operagoes sobre bits, o total de
operagoes sobre bits realizado por EUCLIDES-MDC (a, b) é de O(5*). Com um
pouco mais de cuidado, pode-se provar que EUCLIDES-MDC (a, b) consome, na
verdade, O(/3?) operagoes sobre bits.

O gargalo do algoritmo de Euclides esta no uso repetido de divisoes entre
inteiros de comprimento arbitrario. Se os inteiros a e b estiverem armazenados
na base bindria, como ¢ usual, entdo podemos calcular mdc(a,b) utilizando
apenas operagoes rapidas para a aritmética bindria, como subtracao, teste de
paridade e divisao inteira por 2. O algoritmo resultante, conhecido como binary
ged algorithm, utiliza apenas O(lga) operagoes bindrias. Mais detalhes podem
ser vistos no capitulo 31 do livro de Cormen et al. [CLRS01] e no livro de
Knuth [Knu81].

O algoritmo de Euclides pode ser facilmente modificado para calcular in-
teiros = e y tais que mdc(a,b) = ax + by, cuja existéncia é garantida pelo teo-
rema C.7. B trivial verificar que o algoritmo a seguir, conhecido como algoritmo
estendido de Euclides, realiza tal tarefa:

Algoritmo EUCLIDES-ESTENDIDO-MDC (a, b)

1 seb=0

2 entao devolva (a, 1,0)

3 (d',2',y") < EUCLIDES-ESTENDIDO-MDC (b, a mod b)
1 (day) — (dyy 2 — a/bly)

5 devolva (d, z,y)

Os inteiros z,y fornecidos pelo algoritmo estendido de Euclides certificam
que a resposta devolvida pelo algoritmo esté correta. De fato, é facil verificar se
d = ax + by, como o algoritmo garante. Se isso vale, entao todo divisor de a e
de b também divide d, de modo que mdc(a,b) |d. Também é facil verificar se d
é divisor comum de a e b. Se isso também vale, é 6bvio que mdc(a, b) = d.

C.5.2 Exponenciacao modular

Assim como o cédlculo do maximo divisor comum, a exponenciacao modular
¢ uma operacao fundamental para diversos algoritmos de teoria dos ntimeros.
Dados inteiros a e b nao-negativos e n positivo, queremos calcular eficientemente
o valor a®* mod n. O algoritmo ingénuo que realiza b multiplicacoes é obviamente
exponencial em 1gb.

Uma idéia simples, mas poderosa, vem da utilizacao da representacao bina-
ria do expoente b. Suponha que bpbi_1...by é a representacao de b em binario,
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onde k := |lgb] e, obviamente, b; € {0,1} para todo i. Em outras palavras,
suponha que b = Zf:o c;, onde ¢; := b;2". Seja B := {i : b; = 1}. Entao

k
ab = Xm0 = Hac" = Ha?. (C.19)
i=0

i€B

A equacgdo (C.19) nos fornece imediatamente o seguinte algoritmo, usual-
mente chamado de exponenciacdo por repeticio de quadrados (repeated squa-
ring):

Algoritmo REPETIGAO-DE-QUADRADOS (a, b, n)
seja brpbr_1...by a representacao binaria de b
r—1
y—a
para i de 0 até k faga

seb, =1

entao r «— ry mod n

y < y?> mod n

0 N O O = W N -

devolva x

E facil provar que o algoritmo calcula corretamente o valor a® mod n, uti-
lizando a equagao (C.19) e o seguinte invariante: no inicio de cada iteragao do
laco das linhas 4-7, temos que y = a® mod n.

Suponha que cada um dos inteiros a, b e n fornecidos como entrada tém (3
bits. A representacao binaria de b, se nao estiver imediatamente disponivel, pode
ser facilmente obtida através de [ divisoes inteiras de b por 2, o que consome
tempo O(%). Como k = O(f3), o lago das linhas 4-7 pode ser executado com
O(3?) operagoes sobre bits, supondo que cada multiplicacao e divisao pode ser
realizada em tempo O(/3?). Logo, o tempo de execugao deste algoritmo é O(/33).
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Apeéendice D

Testes de primalidade e
Criptografia RSA

Aplicamos agora os resultados vistos no capitulo sobre teoria dos nimeros
para compreendermos o teste de primalidade de Miller-Rabin e o sistema de
criptografia RSA, que serve como motivacao para o estudo do algoritmo de

Shor.

D.1 Os problemas da primalidade e da fatora-
cao

O problema da primalidade consiste em, dado um inteiro n > 1, decidir
se n é primo. O problema da fatoracao consiste em, dado um inteiro n > 1,
encontrar sua fatoracao unica, como descrita no teorema C.12.

E evidente que o problema da primalidade esta na classe coNP. De fato, se
um inteiro n > 1 é composto, entao n tem um divisor nao-trivial, isto é, existe
um inteiro 1 < d < n que divide n. O fator d é uma obstrugao sucinta para a
primalidade de n.

De forma nao tao imediata, pode-se provar também que o problema da pri-
malidade esta na classe NP, partindo-se da seguinte caracterizagao de primos:

Teorema D.1 (Teste de Lucas). Um inteiro p > 1 € primo se, e somente se,
existe um inteiro 1 < r < p tal que "~ = 1 (mod p) e r®P~V/4 £ 1 (mod p)
para todos os divisores primos q de p — 1.

A existéncia de certificados sucintos para primalidade é originalmente de-
vida a Pratt [Pra75]:

117



Teorema D.2 (Pratt). O problema da primalidade estd na classe NP.

Seria interessante, entao, que os testes de primalidade, ou seja, os algoritmos
que resolvem o problema da primalidade, nos fornecessem respostas afirmativas
acompanhadas de certificados sucintos e respostas negativas acompanhadas de
obstrucoes sucintas. Tal certificado sucinto nao precisa, necessariamente, ser o
mesmo certificado cuja existéncia foi provada por Pratt.

Da mesma forma, as obstrucoes devolvidas nao precisam ser, necessaria-
mente, fatores de um nimero composto n. Por exemplo, algumas das obstru-
¢oes a primalidade devolvidas pelo Teste de Miller-Rabin, que vamos apresentar
mais adiante, nao oferecem nenhuma pista facil sobre quais devem ser os fatores
de n: nao se sabe como se utilizar eficientemente a obstrugao sucinta devolvida
para se obter um fator de n. E claro que um teste polinomial de primalidade
que devolve como obstrucao um fator de n pode ser utilizado para fatorar n
em tempo polinomial, ou seja, tal algoritmo estaria, na verdade, resolvendo o
problema da fatoracao.

Acredita-se que, no modelo classico, fatorar um ntmero seja mais dificil do
que decidir se ele é primo ou nao. O sistema de criptografia de chave ptblica
mais amplamente utilizado atualmente, o RSA, baseia-se exatamente nessa su-
posicao e no conhecimento de testes polinomiais de primalidade. Os testes sao
empregados na busca de primos grandes, necessarios para a geracao de chaves.
Sem testes eficientes de primalidade, seria muito complicado criar chaves segu-
ras. Ja a dificuldade de criptanalise do RSA baseia-se justamente na suposigao
de que ¢ dificil fatorar nimeros grandes.

Atualmente, o algoritmo probabilistico de fatoracao mais rapido é o ge-
neral number field sieve, originalmente desenvolvido por Pollard [Pol93] e
Lenstra et al. [LLMP93] e aperfeicoado por Coppersmith [Cop93] e Buh-
ler et al. [BLP93]. E dificil obter uma anslise de tempo rigorosa para esse
algoritmo, mas, partindo de suposicoes razoaveis, pode-se mostrar que o algo-

ritmo consome tempo proporcional a

exp (c (Inn)"?(InIn n)2/3) ,

1/3
onde ¢ := £(92+26v/13) " = 1,002

Outro algoritmo probabilistico de fatoragao é o método das curvas elipti-
cas, desenvolvido por Lenstra [Len87]. De acordo com Pomerance [Pom96],
esse algoritmo é mais lento que o general number field sieve apenas para uma
pequena fracao dos nimeros compostos. Dado um inteiro n composto, esse mé-
todo encontra um fator primo pequeno p de n em tempo estimado proporcional
a

exp (d (Inp)*?(In lnp)1/2> :
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onde d = v/2. Note que o tempo de execucio de ambos algoritmos é superpoli-
nomial em logn.

A historia é bastante diferente para testes de primalidade.

O teste de Miller-Rabin [Mil75, Mil76, Rab80] é um algoritmo probabilistico
polinomial com erro unilateral limitado. Seguindo a terminologia de Papadimi-
triou [Pap94], esse teste é um algoritmo polinomial de Monte Carlo para dizer se
um inteiro é composto, o que significa que, se o teste afirma que um nimero n é
composto, entao n é composto com certeza. Ja se o teste responde que n é primo,
existe a possibilidade de ele estar errado, isto é, é possivel que n seja composto.
Porém, a probabilidade de ocorréncia deste erro é estritamente menor que 1/2.
Isso estabelece que o problema da primalidade estd na classe coRP. Além
disso, o teste de Miller-Rabin, ao afirmar que um dado nimero é composto, nos
devolve uma obstrucao sucinta a sua primalidade.

Existem algoritmos polinomiais de Monte Carlo para dizer se um inteiro é
primo, isto é, o erro unilateral limitado destes testes é complementar ao erro
do teste de Miller-Rabin. Ou seja, se o teste afirma que um ntmero n é primo,
entao certamente isso é verdade. Ja se o teste responde que n é composto, a
probabilidade de ele estar errado é estritamente menor que 1/2. Entre esses
testes estd o algoritmo de Adleman e Huang [AH92], obtido a partir de modifi-
cagdes no algoritmo de Goldwasser e Kilian [GK86]. O algoritmo de Adleman
e Huang, ao responder que um dado ntimero é primo, nos devolve um certificado
sucinto de primalidade.

Estabelecemos assim que o problema da primalidade esta na classe RP. Mas
entao o problema da primalidade estd na classe ZPP = RP N coRP, de modo
que ele admite um algoritmo de Las Vegas, seguindo novamente a terminologia
de Papadimitriou [Pap94]. Isto é, ao repetirmos k execugoes alternadas dos
algoritmos de Miller-Rabin e de Adleman e Huang, a probabilidade de nunca
obtermos uma resposta definitiva ¢ menor que 27%. Estamos chamando de
resposta definitiva as respostas dadas com certeza por cada algoritmo: no caso
do teste de Miller-Rabin, a resposta definitiva é a afirmacao de que o nimero
é composto e, no caso do teste de Adleman e Huang, a afirmacao de que o
numero é primo. Observe que, com este algoritmo de Las Vegas, nao sé a
probabilidade de nao obtermos respostas definitivas é arbitrariamente pequena,
mas também obtemos certificados e obstrucoes sucintas de primalidade, o que
é muito conveniente.

Essa linha de pesquisa culminou com o AKS, um algoritmo deterministico
polinomial para o problema da primalidade, desenvolvido por Agrawal, Kayal
e Saxena [AKS02a, AKS02b]. Provou-se assim que o problema da primalidade
esta na classe P, de modo que todos os resultados anteriores tornaram-se coro-
larios deste.
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Um histoérico mais detalhado sobre o desenvolvimento de testes de primali-
dade pode ser visto na secao introdutéria dos artigos de Agrawal, Kayal e Sa-
xena [AKS02a, AKS02b].

D.2 O Teste de Miller-Rabin

O teste de primalidade de Miller-Rabin [Mil75, Mil76, Rab80] é um algo-
ritmo probabilistico extremamente simples e rapido. Porém, sua analise nao é
tao trivial. Utilizaremos quase todo o conteido das segoes anteriores para sua
exposi¢ao.

Dado um inteiro n > 1 par, é ébvio que n é primo se e s6 se n = 2. Todos os
outros pares positivos tém o divisor 2 como obstrucao sucinta de primalidade.
Nesta se¢ao, vamos nos restringir ao problema da primalidade apenas para
inteiros impares estritamente maiores que 1.

Uma primeira idéia para um teste de primalidade é dada pela contrapositiva
do teorema C.25 de Fermat: se "' # 1 (mod n) para algum 0 < a < n,
entdo n é composto. De fato, se n fosse primo, entao "' = 1 (mod n) para
todo 0 < a < n, pois todo 0 < a < n é relativamente primo a n. Podemos dizer
que a é uma testemunha do fato de n ser composto.

Segundo Coutinho [Cou00], Leibniz utilizou esta idéia como critério de pri-
malidade. Dado um inteiro n > 1 fmpar, se 2"~! # 1 (mod n), o teste de
Leibniz responde que n é composto e que 2 é uma testemunha deste fato. Caso
contrario, ele afirma que n é primo.

Observe que esse teste responde que 341 = 11x31 é primo. Existem diversos
outros inteiros compostos para os quais o teste de Leibniz da a resposta errada.
Isso nos sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao D.3. Sejam n > 1 um numero composto e 0 < a < n. Se
a” =1 (mod n), (D.1)
entao n € pseudoprimo para a base a.

O teste de Leibniz sempre da a resposta errada para pseudoprimos para a
base 2, pois afirma que eles sao primos.

Infelizmente, nao basta estendermos o teste de Leibniz para que a equiva-
léncia (D.1) seja testada para alguma outra base, por exemplo, a = 3. A razao
disso € que existem inteiros n que sao pseudoprimos para todas as bases relativa-
mente primas a n. Tais inteiros sao chamados nimeros de Carmichael [Carl2].
O menor nimero de Carmichael é 561 = 3 x 11 x 17. Alford et al. [AGP94]
provaram que existem infinitos nimeros de Carmichael.
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O teste de Miller-Rabin contorna essas falhas do teste de Leibniz, combi-
nando o uso do teorema C.25 e do corolario C.37 com aleatorizacao para obter
um teste probabilistico eficiente de primalidade, com erro limitado unilateral.

Resumidamente, a base a da equivaléncia (C.9) é escolhida aleatoriamente
e, durante o calculo da exponenciacao modular a” ! mod n, procuramos por
raizes quadradas nao-triviais de 1, médulo n. O teste responde que n é composto
apenas se encontrar tais raizes ou se a e n nao satisfizerem a equagao (C.9) do
teorema C.25 de Fermat.

Detalhamos a seguir o pseudocodigo para o teste de Miller-Rabin:

Algoritmo MILLER-RABIN (n)

01 escolha um inteiro 0 < a < n aleatoriamente,
com distribuicao uniforme
02 sejam v um {mpar e t > 1 inteiros tais que n — 1 = 2'u
03 ZTo < a¥ mod n
04 para ¢ de 1 a t faca
05 z; 22, modn
06 seri=lex; 1 #£lexi1#n—1
07 entao devolva “composto”’, acompanhado de a
08 se xy # 1
09 entao devolva “composto”’, acompanhado de a
10 senao devolva “primo”

Se a linha 3 for executada através do método de repeticao de quadrados, en-
tao este algoritmo é apenas uma leve modificagao do procedimento REPETIGAO-
DE-QUADRADOS, apresentado anteriormente, e seu tempo de execugao ¢ O(/3?),
supondo que n é um inteiro de § bits.

Caso o algoritmo devolva “composto” através da linha 7, entao ele encontrou
uma raiz quadrada nao-trivial de 1, médulo n e, de acordo com o corolario C.37,
o inteiro n é composto. Essa raiz é, no caso, a® mod n, onde b := 27"ty J4
se a resposta “composto” for proveniente da linha 9, entdo a"~' # 1 (mod n)
e, de acordo com a contrapositiva do teorema C.25 de Fermat, o ntimero n é
composto. Em ambos os casos, vamos chamar a base a de testemunha de que n
€ composto.

Se o algoritmo nao encontrou evidéncias de que n é composto, entao ele
responde que n é primo, apesar de nao ter certeza. Precisamos agora limitar a
probabilidade deste erro, proveniente de “azar” na escolha da base a.

Faremos uso do seguinte lema:
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Lema D.4. Seja n um nimero de Carmichael. Entdo n nao é poténcia de
PTIMoO.

Demonstra¢ao. Seja n um numero de Carmichael. Entao, para todo z € Z,

temos
2" '=1 (modn). (D.2)

Suponha que n := p*, onde p é um primo e £k > 1. Como n é fmpar,
p também deve ser impar. Pelo teorema C.28, o grupo Z; é ciclico, ou seja,
Z} contém um gerador g tal que ord,(g) = |Z}| = ¢(n). Pelo teorema C.32,
d(n) = p* (1-1/p) = (p—1) p*~L. Pela equagao (D.2), temos ¢g" ! =1 (mod n),
ou seja, ¢" ' = ¢° (mod n). Entao, pelo teorema C.35 do logaritmo discreto,
temos n — 1 =0 (mod ¢(n)), isto é,

(p—Dp" (" - 1)

Como k > 1, entdo p divide (p — 1) p*~. Mas p nao divide p* — 1. Isso é um
absurdo. Segue que n nao é poténcia de primo. O

A demonstracao do teorema a seguir segue de perto a prova apresentada no
livro de Cormen et al. [CLRSO01].

Teorema D.5. Seja n um composto impar. Entao o nimero de testemunhas
de que n é composto € estritamente maior que (n —1)/2.

Demonstracao. Sejam n um composto impar e 0 < a < n um inteiro. Se uma
chamada a MILLER-RABIN (n) responder que n é primo ao escolher a como base
na linha 1, dizemos que a é uma nao-testemunha de que n é composto. Vamos
mostrar que o numero de nao-testemunhas de que n é composto é estritamente
menor que (n —1)/2, de onde o teorema segue imediatamente.

E facil ver que toda nao-testemunha estd em Z. De fato, suponha que a
¢ uma nao-testemunha de que n é composto. Entao x; = 1 na linha 8 do
algoritmo, ou seja, a"~! = 1 (mod n). Logo, a equagao ax = 1 (mod n) admite
uma solucio, a saber, x = a" 2. Pelo coroldrio C.34, temos que mdc(a,n)|1 e,
portanto, mdc(a,n) = 1. Segue que toda nao-testemunha estd em Z7.

Vamos mostrar que toda nao-testemunha estd num subgrupo préprio B
de Z;. Pelo coroldrio C.18, teremos entao |B| < |Z%|/2 = ¢(n)/2. Como n
é composto, entao ¢(n) < n — 1, de modo que teremos |B| < (n —1)/2 e a
demonstragao estara concluida.

Comecamos tratando o caso em que n nao é um numero de Carmi-
chael, ou seja, existe z € Z* tal que z"' # 1 (modn). Seja B :=
{beZ::v"'=1 (mod n)}. Como 1 € B, o conjunto B nao é vazio. Além
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disso, é evidente que B ¢ fechado sob multiplicacao médulo n. Entao B é um
subgrupo de Z?. Observe que toda nao-testemunha esta em B, pois toda nao-
testemunha a satisfaz "' = 1 (mod n). Como z € Z? \ B, entdo B ¢ um
subgrupo préprio de Z;, como queriamos.

Suponha, de agora em diante, que n é um nimero de Carmichael.

Sejam v um fmpar e t > 1 inteiros tais que n — 1 = 2'u. Dizemos que um
par (v, j) de inteiros é aceitdvel se v € Z;,0< j<te

v?*=-1 (mod n).

Pares aceitdaveis certamente existem ja que w ¢ ifmpar: tome, por exemplo,
v=n-—1ej=0. Escolha o maior j possivel tal que existe um par (v, )
aceitdvel e fixe v de modo que (v, j) seja aceitavel. Seja

B={z€Z: 22" =41 (mod n)}.

E f4cil ver que B é fechado sob multiplicacao médulo n, e portanto é um sub-
grupo de Z;.
Toda nao-testemunha estd em B. De fato, considere a seqiiéncia

X = (wg, 1,29, .., 3¢) := (a",a™, az ,a2tu>

de inteiros médulo n calculada pelo algoritmo de Miller-Rabin. As possiveis
“formas” de X sao:

e X =(..,d),comd#1 (modn). Entao a" ' # 1 (mod n) e o algoritmo
responde, na linha 9, que n é composto.

e X =(1,...,1). Neste caso, a base a escolhida na linha 1 nao é testemunha
de que n é composto e o algoritmo responde que n é primo.

e X =(...,—1,1,...,1). Como a seqiiéncia termina em 1 e a ultima en-
trada diferente de 1 é —1, a base a escolhida na linha 1 nao é testemunha
de que n é composto. O algoritmo responde que n é primo.

e X =(..,d,1,...,1), com d # +1 (mod n). A seqiiéncia termina em 1,
mas o ultimo valor diferente de 1 é d # +1 (mod n), e portanto foi en-
contrada uma raiz quadrada nao-trivial de 1, médulo n. O algoritmo
responde, na linha 7, que n é composto.

Note entao que, se a é uma nao-testemunha, entao a seqiiéncia X produzida
para ela é da forma X = (1,...,1) ou X = (..., —1,1,...,1). Se a seqiiéncia

é toda de 1’s, entao é 6bvio que a € B. Jase X = (..., —1,1,...,1), entdo a
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posicao em que —1 ocorre nao é maior que j, pela maximalidade de j. Assim,
toda nao-testemunha esta em B.

Vamos mostrar agora que B é um subgrupo préprio de Z;. Para tanto, va-
mos provar a existéncia de um w € 7\ B através dos corolarios do teorema C.29
do resto chineés.

Pelo lema D.4, n nao é poténcia de primo, ja que n é um numero de Car-
michael. Entao podemos escrever n como um produto n = nins, onde nq e no
sao fmpares primos entre si, ambos maiores que 1.

Como v¥'* = —1 (mod n), o corolario C.31 nos garante que

v¥*=-1 (mod m). (D.3)
Considere o sistema de equagoes

(mod ny)

Yy v
1 (mod ns),

g (D.4)

com incognita y. Seja w uma solugao do sistema (D.4), cuja existéncia é ga-
rantida pelo coroldrio C.30. Como w = v (mod n;), segue da equagao (D.3)
que

w¥* = —1 (mod ny) (D.5)
w¥" = +1 (mod ny). (D.6)

Pelo corolario C.31, w?* # 1 (mod ny) implica que w?* # 1 (mod n) e w?* #
—1 (mod ny) implica que w?* # —1 (mod n). Entdo w?* # +1 (mod n), de
modo que w ¢ B.

Resta apenas mostrarmos que w € Z. Como v € Z;,, entao mdc(v,n) = 1
e, portanto, mde(v,ny) = 1. Dado que w = v (mod n;), entdo ny |w — v. Seja
d > 1 um divisor de n;, de modo que d |w —v. Como d fv, entdao nao podemos
ter d|w. Segue que mdc(w,ny) = 1.

A equivaléncia w = 1 (mod ny) implica que mde(w,ny) = 1. Como w
nao tem divisores nao-triviais em comum nem com n; € nem com 7ng, entao
mdc(w,niny) = 1, ou seja, w € Z*, como queriamos. H

Segue imediatamente do teorema D.5 que a probabilidade de o teste de
Miller-Rabin responder que n é primo quando, na verdade, n é composto, é
estritamente menor que 1/2.

Monier [Mon80] provou que, para todo n composto impar, existem no méa-
ximo (n—1)/4 bases 0 < a < n que nao sao testemunhas de que n é composto, e
esta delimitacao é justa. Isso diminui consideravelmente a probabilidade de erro
do teste de Miller-Rabin, comparado a delimitacao obtida pelo teorema D.5.
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Seja m um composto e suponha que uma chamada a MILLER-RABIN (n)
respondeu que n é composto através da linha 7, acompanhado de uma base a,
testemunha de que n é composto. E muito facil obter uma raiz quadrada nao-
trivial  de 1, moédulo n, a partir de a: basta seguir as linhas 2-7 do mesmo
algoritmo. Com esta raiz em maos, é muito facil obter um fator de n, utilizando
o teorema C.38.

Agora suponha que a testemunha a devolvida é proveniente da linha 9.
Neste caso, nao temos garantias de que ¢é possivel obter um fator de n a partir
de a. A idéia mais ébvia ¢ verificar se mdc(a,n) > 1, mas claramente nao temos
como limitar inferiormente a probabilidade desse evento.

Concluimos que nao é uma tarefa ébvia a utilizacao do teste de Miller-Rabin
e das obstrucoes sucintas por ele devolvidas para se resolver eficientemente o
problema da fatoracao.

D.3 O sistema de criptografia RSA

Suponha que Alice quer enviar para Beto uma mensagem privada através de
um canal de comunicacao inseguro. Isto é, suponha que existe uma intrusa mal-
intencionada Eva capaz de interceptar mensagens enviadas através do canal.

Considere a seguinte solucao ingénua para este problema. Alice e Beto
combinam previamente o uso de uma chave, que serd mantida em segredo pelos
dois. Quando Alice deseja enviar uma mensagem privada para Beto, ela utiliza
a chave secreta para codificar a mensagem, de modo que o texto produzido seja
ininteligivel por um interceptador que desconheca a chave, como Eva. Beto, ao
receber a mensagem codificada, utiliza a chave para decodificar a mensagem,
obtendo o texto original escrito por Alice.

Um jeito simples de se codificar e decodificar uma mensagem utilizando uma
chave ¢é utilizar esta como um inteiro indicando um deslocamento no alfabeto.
Assim, se a chave for 3, toda letra ‘a’ da mensagem vira ‘d’ na mensagem
codificada, todo ‘b’ vira ‘e’, e assim por diante. Vale lembrar que este método
de criptografia, utilizado com sucesso por muitos séculos, é muito inseguro, pois
¢é facilmente quebrado.

A principal falha desta abordagem é que ela exige que se combine previa-
mente uma chave secreta. Isso impossibilita seu uso em diversas situagoes em
que as entidades que desejam se comunicar nao se conhecem, como por exemplo
no comércio eletronico.

Para contornar essa falha, Diffie e Hellman [DH76] introduziram o conceito
de criptografia de chave publica. Num sistema desse tipo, o envio da mensagem
transcorreria da seguinte forma. Beto teria duas chaves: uma piblica e outra
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secreta. A chave publica, diferente da secreta, seria acessivel a todos. Alice,
antes de enviar a mensagem, utilizaria a chave publica de Beto para codifica-la.
Apenas Beto, através de sua chave secreta, é capaz de decodificar a mensagem
codificada enviada por Alice.

Vamos descrever o sistema mais formalmente. Seja M o conjunto de men-
sagens possiveis. Por exemplo, M pode ser o conjunto de todas as cadeias de
caracteres com comprimento finito. Seja Pg a chave piblica de Beto e Sp sua
chave secreta. Tanto P quanto Sp definem funcoes bijetoras em M. Por isso,
vamos chamar essas funcoes também de Pg e Sg. Dada uma mensagem M € M,
a mensagem codificada é dada por Pg(M), isto é, utiliza-se a chave piblica para
a codificagdo. Para decodificar tal mensagem, queremos que Sg(Pg(M)) = M,
isto é, a decodificacao utiliza a chave secreta para obter a mensagem original.
O detalhe essencial é que Pg e Sp devem ser escolhidos de forma que seja im-
praticavel descobrir Sp apenas a partir de Pg (lembre-se que qualquer um tem
acesso & chave publica Pp).

Um sistema com essas caracteristicas pode ser utilizado também para criar
assinaturas digitais. Por exemplo, suponha que Alice deseja assinar a mensagem
a ser enviada para Beto, de forma que ninguém seja capaz de falsificar sua
assinatura e que Beto seja capaz de se certificar de que Alice foi de fato o
remetente.

Seja P4 a chave publica de Alice e S4 sua chave secreta. Tais chaves definem
fungoes bijetoras Py e S4 em M. Como devemos ter Sy(Pa(M)) = M, entao
as funcoes P4 e S4 sdao uma a inversa da outra, de modo que temos também
P4(Sa(M)) = M. Como apenas Alice tem acesso & chave Sg4, ela pode utilizar
o := Sa(M) como assinatura da mensagem M. Ela pode enviar o par (M, o)
a Beto que, por sua vez, pode verificar se Ps(0) = M para se certificar de
que Alice foi o remetente. Desta forma, apenas Alice é capaz de gerar sua
assinatura. Além disso, se de alguma forma Eva conseguiu alterar a mensagem
antes de Beto recebé-la, este sera capaz de detectar a invalidade da mensagem.

E claro que as operacoes de assinatura e de codificacao de uma mensagem
podem ser compostas para se obter uma mensagem assinada por Alice que
apenas Beto possa ler.

Rivest, Shamir e Adleman [RSAT78] construiram um sistema de criptografia
de chave publica, conhecido como RSA, que se baseia na relativa facilidade de
se encontrar numeros primos grandes e na dificuldade de se fatorar inteiros.

Vamos mostrar como Beto faria para criar suas chaves no RSA. Primeiro ele
escolhe aleatoriamente dois primos grandes p e q. Para tanto, basta sortear um
inteiro impar grande e executar algum teste de primalidade, como o AKS, ou um
numero suficiente de execucoes do teste de Miller-Rabin. Queremos delimitar
inferiormente a probabilidade de o nimero sorteado ser primo. Podemos utilizar
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o seguinte resultado, conhecido como teorema dos ntimeros primos.

Teorema D.6. Seja n(n) : N — N a fun¢ao definida por

m(n) = |{p: p <n ep primo}|. (D.7)
Entao m(n) ~n/Inn.

Portanto a probabilidade de que o inteiro sorteado seja primo se aproxima
de 1/Inn para n grande. Assim, o nimero esperado de sorteios necessarios para
se obter um primo € Inn, o que ¢é razoavel.

Com os primos p e ¢ em maos, Beto calcula o produto n := pq. Agora ele
escolhe um fmpar e pequeno que seja relativamente primo a ¢(n) = (p—1)(g—1),
onde utilizamos o teorema C.32 para calcular ¢(n). Como mdc (e, ¢(n)) = 1,
entdo e tem um inverso multiplicativo médulo ¢(n), que pode ser calculado
através do algoritmo estendido de Euclides, descrito na secao C.5.1. Seja d tal
inverso.

A chave publica de Beto serd o par (e,n). A chave secreta é (d,n). Vamos
considerar que o conjunto das possiveis mensagens é M = Z,. A funcao
associada com a chave publica (e,n) é

Pg(M) := M° mod n. (D.8)
A fungao associada a chave secreta é:
Sp(M) := M* mod n. (D.9)

Ambas as fungoes sao facilmente calculadas utilizando o algoritmo de exponen-
ciagdo modular, descrito na segao C.5.2. De fato, seja (3 := |lgn| + 1 o nimero
de bits de n. Entao todas as operagoes descritas acima podem ser realizadas
com O(/3%) operagoes sobre bits.

Temos que mostrar que tais fungoes satisfazem as propriedades desejadas, de
acordo com nossa especificacao de um sistema de criptografia de chave publica.
Comecamos observando que as funcoes Pgp e Sp, comutam, isto é, vale que
PB(SB(M)) = SB<PB(M)) para todo M e M = 7Z,.

Seja M € M = Z,. Temos Sp(Pg(M)) = M*® (mod n). Como temos
ed =1 (mod ¢(n)), entdo ed = 1 + kp(n) = 1+ k(p — 1)(¢ — 1) para algum
inteiro k. Se M # 0 (mod p), entdo

Med = MMPHPD (mod p)
= M(1)HY (mod p)
= M (mod p),
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onde utilizamos o teorema C.25 de Fermat para passar da primeira para a se-
gunda linha. A relagao M = M (mod p) também vale se M = 0 (mod p).
Analogamente, temos M = M (mod ¢) para todo M € Z,. Entao, pelo
coroldrio C.31 ao teorema do resto chinés, temos M = M (mod n) para
todo M € Z,,, como queriamos.

Observe que, se conseguirmos fatorar n = pq, entao serd trivial calcular
¢(n) = (p—1)(¢— 1), bem como d, o inverso multiplicativo de e, médulo ¢(n).
Lembre-se que e faz parte da chave piblica de Beto, e que d é parte da chave
secreta. Assim, um algoritmo eficiente de fatoracao pode ser utilizado na quebra
do RSA.
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Apeéendice E
Circuitos classicos

No modelo classico de computagao, vimos trés tipos distintos de maquina
de Turing. Especialmente importante é a MTD, que formaliza o modelo tedrico
que fundamenta os computadores atuais, que tém comportamentos governados
pelas leis da mecanica cléssica.

Como conseqiiéncia, os dispositivos computacionais modernos tém uma série
de restri¢coes em suas primitivas bésicas, afetando assim o poder computacional
do modelo.

Porém, como sabemos que o universo segue as leis da mecanica quantica, é
natural que nos perguntemos se é possivel construir dispositivos computacionais
baseados nas propriedades da mecanica quantica. Foi a partir dessa perspectiva
que surgiu a Maquina de Turing Quantica.

Sucintamente, podemos dizer que a MTQ é uma MTP com amplitudes de
probabilidade complexas. Além disso, tais maquinas admitem superposicoes de
configuragoes e interferéncia, o que sugere que o modelo quantico tem possivel-
mente maior poder computacional.

Porém, a necessidade do uso de operagoes unitarias devido a “imposicoes”
da mecanica quantica acaba levantando a seguinte questao: as evolugoes uni-
tarias, obrigatorias na mecanica quantica, restringem a classe de problemas
eficientemente computaveis?

Para tentar esclarecer algumas dessas questoes, analisamos o funcionamento
dos circuitos classicos. Em especial, mostramos que as operagoes realizadas no
modelo classico podem ser feitas com portas reversiveis, provando assim que o
modelo quantico é pelo menos tao poderoso quanto o classico.

Nesse capitulo, nosso objetivo é explicar o funcionamento das portas logicas
nos computadores atuais. Inicialmente, apresentamos o conceito de porta uni-
versal na secao E.1. Em seguida, na secao E.2, vamos mostrar como podemos
analisar a complexidade de um determinado algoritmo através do circuito usado
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para implementa-lo. Por fim, veremos na secao E.3 que é possivel construir uma
maquina cldssica que realiza computacoes reversiveis.

E.1 Portas universais

Podemos dizer que a computacao classica envolve o calculo de fungoes.
Cada uma dessas funcoes pode ser vista, sem perda de generalidade, como
uma funcao que tem como dominio o conjunto das palavras formadas pelos
simbolos 0 e 1, e como imagem os nimeros 0 e 1. Como os elementos da imagem
podem representar rejeicao e aceitagao (de uma palavra em uma linguagem, por
exemplo), essas fungdes serao denominadas fungdes de decisao.

Denote por n o comprimento de uma palavra dada como entrada para uma
funcao. Suponha que tal funcao tem como entrada apenas palavras de compri-
mento n. Como o numero de entradas possiveis é 2" e o ntimero de respostas
para cada entrada é 2, o nimero de funcoes de decisao desse tipo é 22".

Todas as fungoes de decisao podem ser decompostas em seqiiéncias de ope-
ragoes légicas. Estamos interessados num conjunto de operagoes logicas capaz
de representar todas as essas fungoes.

Além disso, para que a construcao de um dispositivo capaz de computar
qualquer funcao de decisao seja viavel, é interessante utilizar um conjunto de
operadores razoavelmente sucinto. A insercao de um operador lgico para cada
funcao seria claramente inviavel para valores muito grandes de n.

Um resultado conhecido da algebra booleana, que pode ser visto no livro de
Feynman [Fey96], mostra que qualquer func¢ao de decisao pode ser construida
com as portas AND e NOT. Claramente, qualquer combinacao de portas capaz
de simular essas duas tem o mesmo poder. Dizemos que um conjunto de portas
com essa propriedade é um conjunto completo de operadores.

Vamos descrever uma porta universal, que nada mais ¢ do que uma porta
logica que compoe sozinha um conjunto completo de operadores. Vale destacar,
porém, que a obtencao de tal porta pode ser mero preciosismo em alguns casos,
pois os custos envolvidos no uso de duas portas nao é necessariamente maior
que o do uso de uma tnica porta.

Como as portas AND e NOT sao suficientes para representar qualquer funcao
de decisao, se tivermos alguma porta capaz de simular essas duas entao essa
porta sera universal. Uma porta que serve para tal proposito é a porta NAND,
que € a negacao da porta AND. E f4cil construir a porta NOT a partir dela (basta
colocar o sinal que deseja-se negar nas entradas da porta para que a negacao seja
obtida), e a partir da negacao podemos obter a porta AND. Logo, toda funcao
de decisao pode ser representada por algum circuito formado exclusivamente
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por portas NAND.

Por fim, vale destacar que a porta NAND, apesar de universal, nao é re-
versivel. Quando n > 1, se a saida devolvida for 1 nao podemos determinar
a entrada recebida pela porta. Na computacgao classica esse fato é de menor
relevancia, mas na computacao quantica isso é importante, pois todas as com-
putagoes envolvidas devem ser reversiveis. Por isso, vamos comentar adiante
portas universais reversiveis para o modelo classico.

E.2 Complexidade de circuitos

Conforme ja dissemos anteriormente, as funcoes de decisao podem ser vistas
como codificacoes de problemas de decisao. Um problema de decisao é aquele
que, para toda entrada, tem como resposta 1 ou 0.

No estudo da complexidade, estamos interessados em saber qual é a dificul-
dade de um determinado problema. A dificuldade esta diretamente relacionada
a0s recursos que uma solugao vai consumir.

Quando desenvolvemos uma solugao para um problema utilizando circuitos,
é razoavel considerar o tamanho dos circuitos montados, que é o ntimero de
portas légicas, por exemplo, e o tempo consumido para que uma determinada
entrada seja computada. O tempo consumido por um circuito estéd relacionado
ao que chamamos de profundidade do circuito, que é o maior nimero de passos
que um circuito que admite paralelismo deve executar para computar o valor
de uma entrada. Ja& a largura de um circuito é o maior nimero de operagoes
logicas executadas simultaneamente.

Naturalmente, cada problema possui infinitas elaboragoes possiveis de cir-
cuitos que o resolvem (ou decidem). No estudo da complexidade, porém, esta-
mos interessados em circuitos de facil adaptabilidade. Ou seja, dado um circuito
que resolve o problema para entradas de tamanho n, deve ser facil montar um
circuito para entradas de tamanho n + 1. Em geral, a facilidade esta relacio-
nada a existéncia de um algoritmo que consome tempo polinomial para realizar
a tarefa.

Analisando o crescimento do tamanho dos circuitos em uma familia de cir-
cuitos que resolvem um mesmo problema, podemos definir sua complexidade.
Se o crescimento desses circuitos é limitado por algum polinomio, entao dize-
mos que o problema que estamos tratando é facil, pois ele admite uma solucao
polinomial.

Como podemos simular em uma maquina de Turing qualquer circuito em
tempo polinomial no tamanho do circuito, concluimos que essa noc¢ao de faci-
lidade coincide com a oriunda das maquinas de Turing. Ou seja, a classe de
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problemas que podem ser resolvidos por circuitos que crescem polinomialmente
de acordo com o tamanho da entrada é a classe P, ja discutida anteriormente.

Infelizmente, nem todos os problemas podem ser resolvidos por meio de
circuitos de tamanho polinomial. Porém, existem problemas desse tipo que
sao interessantes. Em especial, temos problemas para os quais nao se conhece
solugao facil, mas cujas solugdes podem ser verificadas por um circuito (ou
algoritmo) polinomial. Os problemas com essas caracteristicas pertencem a
classe NP, também ja discutida.

Dessa forma, estabelecemos a relacao entre as classes de complexidade do
modelo classico e os circuitos que sao montados para resolver os problemas.

E.3 Computacao reversivel

Conforme afirmamos anteriormente, estamos interessados em construir ope-
ragoes reversiveis no modelo classico. Para isso, precisaremos de mais duas por-
tas para construir as funcoes desejadas. Denominaremos estas portas FANOUT
e EXCHANGE. A primeira servird para gerar dois “fios” com o mesmo pulso (ou
bit) que o original. Ja a segunda servird para trocar os bits entre dois fios.

Conforme dissemos anteriormente, a porta NAND nao é reversivel. Da
mesma forma, outras portas, como AND, OR, XOR e outras, também nao sao.
Como queremos construir circuitos reversiveis, nao sera possivel utilizar tais
portas. Um exemplo de porta reversivel é a porta NOT. Ao analisar a saida
gerada por ela, sabemos qual foi o sinal recebido na entrada.

Para construir o conjunto de portas necessarias para representar todas as
fungdes de decisao, vamos utilizar, junto com a porta NOT (N), as portas CON-
TROLLED NOT (CN) e CONTROLLED CONTROLLE NOT (CCN). Estamos nos
baseando nos estudos de Bennett [Ben73] sobre computadores reversiveis.

A porta CN é um dispositivo com duas entradas A e B e duas saidas A’
e B’. Podemos resumir o funcionamento dessa porta da seguinte maneira: o
valor de A’ é sempre igual ao valor de A. Ja o valor de B’ depende dos valores
de Aede B. Se A =1, entao B’ vai ser a negacao de B. Caso contrario,
B' = B.

Analisando seu funcionamento, é facil ver que esta porta é reversivel. Além
disso, podemos ver B’ como sendo a saida da fung¢ao XOR aplicada sobre as
entradas A e B. A partir de uma porta C'N, podemos construir também um
circuito para a fungdo FANOUT e um circuito para a fungao EXCHANGE.

Como as quatro operagoes que temos com as portas N e CN (NOT, XOR,
FANOUT e EXCHANGE) nao sao suficientes para representar todas as fungoes,
precisaremos de mais portas. Para que o conjunto fique completo, usaremos a
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porta CCN.

O funcionamento da porta CCN ¢é muito parecido com o da C'N. Essa
porta tem trés entradas, A, B e C, e trés saidas, A, B’ e C'. Analogamente
a porta CN, teremos A’ = A e B’ = B. J4 o valor de C’ dependerd do valor
de Ae B. Se A= B =1, entao (' tera o valor inverso de C'. Caso contrario,
Cc'=C.

Esta porta é bastante poderosa. Se colocarmos sinal 1 na porta A, temos
que B, C, B' e C' formam uma porta CN. Além disso, ao colocar sinal 0 em C,
obtemos uma porta AND, tendo como entrada A e B e como saida C".

Neste ponto, ja temos as portas AND, NOT, FANOUT e EXCHANGE, que sao
suficientes para o que queremos. Logo, chegamos a um conjunto de portas que
podem montar qualquer funcao de decisao desejada e que sao todas reversiveis.
Isso sugere que o poder computacional desses componentes nao é inferior ao
poder dos componentes usados para operagoes nao-reversiveis.
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