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2 Topicos de Mecanica Quantica e Computadores

2.1 Estados de um Registro Quéntico de Memdria

J& vimos como descrever um sistema contendo apenas dois estados (qubits): usando-se os estados

1 0
1) = 1
(o) m=(}) )
que formam uma base do sistema.

Entretanto, um registro de memoria consiste de vdrios sistemas com dois estados. Como se pode descrever
os estados de um tal registro? Através de um produto direto.
Por exemplo, para dois sistemas, cada um com dois estados, escrevemos

0}y, D1y 10), 1)y, ()

onde |0); e [1);, representam os estados individuais (iniciais) de cada um dos dois sistemas j = 1,2.
Usando-se tal base, os estados arbitrarios genéricos de cada um dos dois sistemas sao representados do
seguinte modo:

|0)

%),

aloy +010, = (7). )
#, = Al + B, = (3). @

Ap6s estas preliminares estamos preparados para construir a representagio (base) matemética que seréd
utilizada para representar os estados de um regitro de memoéria formado com um ndmero arbitririo de
sistemas com dois qubits. Eis aqui o caso mais simples.

O estado arbitrdrio de um registro de memdria formado por dois sistemas contendo dois qubits cada é
definido pelo chamado produto direto

), @ [¥), = (Z) ® (g) =

Com esta definicdo podemos encontrar facilmente os quatro estados que formam a base de uma memoria
construida utilizando-se dois sistemas de dois qubits:
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B
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O estado mais geral de um registro de meméria formado por dois sistemas de dois qubits é, portanto,

Woo
)\
) = Yoo |00) + Wo1 [01) + W1g |10) + ¥yq [11) = 111(1)(1) . (7)

lIJll

A generalizagdo para registros de memdria contendo vdrios sistemas de dois qubits é simples.
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Uma das propriedades mais importante dos registros quanticos de memdria é a sua capacidade de ar-
mazenar quantidades erponenciais de informacio cldssica utilizando apenas uma quantidade polinomial de
qubits, explorando-se o principio de superposicio.

Em particular, é possivel fazer-se a evolucdo do conjunto de qubits de um registro quantico de memoria,
para um estado que ndo pode ser expressado matematicamente através de um produto direto de estados dos
qubits individuais que compoem o registro.

Num tal estado entrelacado o registro de memdria estd, como um todo, num estado quintico bem definido
mesmo embora 0s qubits que o compdem nio o estejam!

Se tentassemos ler um registro quantico de memoria que estivesse num tal estado entrelagado, através de
medidas feitas sobre um qubit de cada vez, veriamos entdo que os valores que obteriamos para os ultimos qu-
bits da seqiiéncia seriam determinados pelos resultados das medidas feitas nos primeiros qubits da seqiiéncia.

Portanto, se um registro quantico de memdria estiver num estado entrelagado, poderemos alterar o estado
em uma parte do registro simplesmente fazendo medi¢Ges noutra parte do registro.

Este fendmeno é importante em muitos algoritmos quénticos e ndo tem paralelo em fisica cldssica.

Mais adiante mostraremos como os estados entrelacados podem ser explorados na teleportacdo, na trans-
missdo de informacao e cédigos error-correcting.

2.2 Operadores Unitarios

A descri¢do matemadtica de como ‘algo’ muda no mundo quantico é dado pela aplicacdo de um operador.

Um operador é representado por uma matriz quadrada.

Se o sistema quantico consiste de n sistemas de dois estados quanticos (como é o caso do registro de
memboéria de um computador quéntico), entdo qualquer operador que atua no registro de meméria seria
representado por uma matriz de dimensdo 2" x 2.

Assim sendo, a forma mais geral para um operador que atue num #nico qubit é uma matriz 2 x 2:

a b\ fwo) _ [awo+ bwy (8)
c d) \wi)  \ecwog+dw /"
Eis aqui outro operador, um que transforma um autoestado em uma superposicdo (verifique isto!):

U®) = (cos 6 —sin 9) _ )

sinf cos @

Para obter um superposigéo com pesos iguais, giramos um autovetor de um angulo de 7/4, por exemplo,

v =0} (o) - (;) = [0 +m]. (10)

Analogamente, pode-se pensar nas portas légicas como sendo operadores. O operador de negacido, NOT,
definido como

NOT = (‘1) é), (11)

tem o efeito de negar (“flipar”) o estado da sua entrada, do seguinte modo;

(o) (0)=(1)=m" )
(1 o) (1)=() =10 )

Note que os operadores U(f) e NOT sdo invertiveis, no sentido que se pode inferir a entrada partindo-se
da saida, e vice-versa.

De fato, conforme veremos a seguir, a evolu¢do de qualquer sistema quantico ndo-observado é sempre
descrita por operadores invertiveis.

NOT |0)

NOT [1)
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Em termos matemaéticos, este operadores sdo descritos por matrizes unitdrias. A propriedade que define
uma matriz unitaria é que sua transposta conjugada é igual a sua inversa.

Voltemos a computacio.

Um conjunto de portas légicas é dito ser “universal” se qualquer computacao factivel pode ser efetuada
num circuito contendo apenas portas do tipo encontradas no conjunto.

Em computagao cldssica é bem sabido que existem muitos conjuntos universais de portas.

Por exemplo, qualquer computacdo clissica pode ser feita usando um circuito construido com portas
NOT e AND.

Um resultado semelhante é valido para computacdo quantica.

Adriano Barenco e seus colaboradores[1] mostraram que uma porta de dois qubits que tenha a forma

1 0 0 0
01 0 0

Al a0) =14 g e cos 6 —ie@=%) gin @ (14)
0 0 —iefetd)gin @ e cos 0

onde ¢, a a 0 sdo constantes irracionais multiplas de 7 e uma outra, é universal para computacdo quintica.
A mesmo conclusdo foi alcangada por David DiVincenzo[2], independentemente.

Portanto, qualquer computacao quantica factivel pode ser efetuada conectando-se apenas portas da forma,
A(é,a,0) num circuito quantico.

2.3 O Computador Quantico de Benioff

Benioff[3] introduziu a idéia que a “fita” da maquina de Turing poderia ser substituida por uma seqiiéncia de
sistemas quanticos simples com dois estados. Tal idéia forneceu um meio primitivo de codificar uma seqiiéncia
de digitos bindrios. Analogamente, a “cabeca” da méiquina de Turing foi substituida por uma interacio
quéantica que podia ler e/ou resetar o valor do estado do spin. As “regras” da méquina de Turing foram
substituidas por uma equagdo de Schrodinger cuidadosamente desenhada de modo que uma configuracio
inicial de spins evoluisse para um estado final que, quando codificado como bits, seria interpretavel como
tendo executado algum cdlculo dtil. Portanto, o “programa” que o computador estava executando estava
contido implicitamente nos detalhes da equacdo de Schrédinger. A méquina evoluia em passos de duracio
fixa tais que, ao final de cada passo, a fita estava novamente em um de seus estados fundamentais no qual
cada spin estava ou totalmente “up” (representando um 1) ou totalmente “down”, representando um 0.
Entretanto, durante um passo a maquina poderia ir temporariamente para uma superposicio de estados.

Assim, o computador de Benioff deixou de fazer uso completo do potencial das computagoes superpostas
porque ao concluir-se cada passo computacional a cabeca media o estado da fita que, deste modo, colapsava
quaisquer superposicoes que porventura existissem na fita. Consequentemente, coeréncia quantica, e portanto
interferéncia entre computagdes superpostas, a marca registrada das computacoes quanticas verdadeiras,
era destruida ao final de cada passo. Apesar disto, foi a primeira vez que alguém havia demonstrado que
interacdes de natureza quintica poderiam ser utilizadas para fazer uma mimica das operagdes duma méiquina,
de Turing.

O computador de Benioff ndo é pratico como projeto de um computador real pois depende de interagdes
entre a “cabeca” e os spins da “fita” que poderiam estar muito separados. Em computadores reais seria
melhor ter-se que lidar apenas com spins préximos. Pior ainda, para efetivamente estabelecer o Hamiltoniano
necessario para fazer-se uma mimica de uma méquina de Turing particular, teria-se que saber, ndo apenas
o programa mas também o conjunto completo de érbitas computacionais. Em outras palavras, teria-se que
saber a resposta ao problema que estivessemos tentando computar de modo a poder desenhar o computador
quantico para poder resolve-lo! Afortunadamente, através de refinamentos do seu modelo original, Benioff
mostrou que tal situacdo pode ser remediada usando-se um Hamiltoniano dependente do tempo, embora a
questdo relativa aos spins remotos ndo o possa[4, 5, 6, 7].

Em 1985, Feynman[8] descobriu um modo geral de transformar o modelo de Benioff num que apenas
necessitava spins locais.
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2.4 O Computador Quantico de Feynman

O modelo da méquina de Turing é um modo de descrever um computador abstrato. Um outro modo, é com
um circuito construido a partir de um conjunto de portas légicas primitivas. Os dois modos sdo equivalentes:
qualquer computacdo que pode ser feita eficientemente com uma maquina de Turing pode também ser feita
por um circuito quantico, e vice-versa[9].

O modelo de Feynman de um computador quantico é mais como uma, versdo quantica de um circuito
de légica combinatorial. Comeca-se com uma descri¢do a nivel de circuito da computacdo a ser efetuada.
O circuito é construido com portas quanticas reversiveis, tais como as portas de 2-qubits de Barenco, es-
pecificadas anteriormente[1l]. Em geral, podemos considerar o circuito como consistindo de k portas légicas
atuando em m qubits. A transformacio unitdria global realizada pelo circuito pode portanto ser escrita
como Ap - Ag_q1 -+ Ay onde A; é o operador que descreve a agdo da i-ésima porta.

Portanto, a questao passa a ser qual o Hamiltoniano H na expressio

U(t) = exp ( - %ﬁt) = (exp(—%ﬁ))lt (15)

ird dar origem & evolucdo dindmica que implementa A - Ag—1 ---- - Az

Esta é a questdo para a qual Feynman encontrou uma resposta geral.

Ele o fez através de um aumento do conjunto dos m qubits (usado para representar as entradas e saidas
do circuito) com um conjunto de k + 1 qubits extra.

Estes qubits foram usados meramente para registrar-se o progresso da computagdo; ou seja, quantas
portas haviam sido utilizado até entao.

Os qubits extras constituiam, portanto, uma espécie de contador de passos do programa. Matematica-
mente, isto pode ser feito escrevendo-se o Hamiltoniano como

k

~ 1

H= E Cit1 - @i - Ajp1 + (C'H-l -a; 'Ai+1) , (16)
i=1

onde ¢ e a sdo operadores de criacdo e aniquilacdo, respectivamente (veja o capitulo 3).

Apenas um dos sitios contadores do programa, chamado de “cursor” ird estar ocupado. Portanto,
medindo-se periodicamente o cursor podemos determinar quando todas as k operacdes das portas foram
aplicadas. Tao logo encontremos o cursor no k-ésimo sitio, sabemos que o circuito inteiro foi aplicado a
entrada. Neste instante o estado dos m qubits contém garantidamente uma resposta vélida & computacao
representada pelo circuito.

Desta forma o Hamiltoniano ird fazer o computador evoluir para uma superposi¢ao de estados represen-
tando nimeros diferentes de aplicagoes de portas. Portanto, o cursor também ocupa um estado superposto
e 0 tempo para completar a tarefa fica indefinido.

Existe entretanto uma conexao importante entre a independéncia temporal do Hamiltoniano e a localidade
do operador unitario de evolucdo. Como Hel (t) estdo relacionados por uma exponencial, podemos supor
expandir-se a exponencial numa série de poténcias em H. Assim, na verdade U (t) envolve uma soma de
matrizes, poténcias de H. Portanto se H envolve interagbes apenas entre qubits adjacentes no registro de
memoria, entao u (t) ird envolver interagdes entre qubits que estdo arbitrariamente longe uma vez que o efeito
das poténcias da matriz é aumentar acoplamentos a qubits mais remotos. Isto é considerado indesejavel pois
pode ser dificil de se conseguir fisicamente.

2.5 O Computador Quéantico de Deutsch

A primeira maquina quantica de Turing verdadeira foi idealizada em 1985 por David Deutsch, da Universi-
dade de Oxford[10].

O modelo de Deutsch diferia do modelo de Benioff pelo fato de manter o registro quantico de memoria
(a “fita”) numa superposicdo de estados durante toda a operagao do computador.

No computador quantico de Deutsch deseja-se que o operador U, de evolucdo temporal, seja local (i.e. ape-
nas envolva interagdes entre qubits adjacentes) e seja independente do tempo.
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Isto assegura que, a cada passo computacional, apenas qubits adjacentes interajam e que a computagao
tenha um tempo de duragdo bem definido.

Porém, uma evolugdo unitdria fixa e local ndo pode ser conseguida com um Hamiltoniano fixo local.

E necessério ter-se um Hamiltoniano dependente do tempo para atingir tal objetivo.

A solucdo da equagdo de Schrodinger para o caso de um Hamiltoniano dependente do tempo pode ser
escrita assim:

@) =T {exp (- %/Otlff(r) ar) } 1w (0)) (17)
onde T é chamada “integral ordenada no tempo”, definida como[11]
- N-1 .
T{exp(—%/oﬁ(T)dT)}:J\}gnmrbl:[(]exp(—%ﬁ(nA)A), (18)

onde A =¢/N.
O operador unitario de evolucdo U pode ser tornado local e independente do tempo através da escolha
de um Hamiltoniano com a forma

0
0
0
N —7 f(t) 0
A = 1 . (19
0
1 «
—a 1
onde f(t) é uma fun¢io qualquer tal que:
1 T
= /0 fWd = 1, (20a)
lim f(t) = O, (20b)
t—0
lim f(t) = 0, (20¢)

onde os limites devem ser atingidos de modo suave.
Neste curso faremos apenas simula¢do do computador mais simples, o de Feynman, a partir do Capitulo
seguinte.
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