Problemas de Decisao

» Exemplo: Problema do Circuito Hamitoniano

Aulas 24 e 25 » Um circuito hamiltoniano em um grafo € um caminho
fechado que passa por todos os vétices
NP-Completude s I - Conj. de todos os grafos
oL e Frete et H(G) = 1 Se G contéem um CH, ondeG ¢ 1
www.dct.ufms.br/ " marco - O Caso Contréno

# Problema de Otimizagdo: queremos maximixar ou
minimizar o valor de uma fungédo. Podem ser
formulados colocando-se um limitante no valor a ser
otimizado. Dessa forma s&o visto como problemas de
decisdo. Se o problema de decisao for dificil entdo o
problema de otimizacdo também é.

Aulas 24 e 25 —p. 1 Aulas 24 e25-p. 3

NP-Completude Problemas NP-Completos

# Problema Tratavel - algoritmo O(n*) para algum & » Codificagéo de instancias: Para um problema abstrato
ser resolvido por um algoritmo é necessario que as

» 0 valor de k é pequeno PO ) ; .
instdncias do mesmo sejam devidamente condificadas

» definicao é robusta para modelos computacionais o
razoaveis » Um problema concreto de decisdo é um problema
abstrato de decisao com a diferenca de que as

s polinémios tém propriedades de fechamento sob AR - o S
adicao, multiplicacao e composicao instdncias sao codificadas por alfabeto finito

# Um problema abstrato de decisao consiste de um conj # Suposicao: X = {0,1} sempre!

I de instancias e de uma fungéo f: I — {0,1} # Um algoritmo decide um problema concreto de decisdo
em tempo O(T'(n)) se paracadan € N ecada X € /
com |z| = n, 0 algoritmo encontrar a solugao de x em
tempo O(7T'(n))

# o valorde f(x) é a solugao do problema para a
instancia z € 1

Aulas 24 € 25 —p. 2 Aulas 24 € 25 —p. 4



Classe de Complexidade P Classe de Complexidade co NP

» Um problema concreto é solucionavel em tempo ® P C NP pois para qualquer problema @ € P, o algoritmo A pode ser
polinomial se existe algum £ fixo para o qual existe um obtido do algoritmo para Q, ignorando-se o argumento y

i k
algoritmo que resolve o problema em tempo O(n ) ® o0 complemento de um problema de decisdo @ é o problema de

» a Classe de complexidade P é o conj. dos problemas deciso obtido invertendo-se o SIM e NAO da solugéo de Q
concretos de decisdo que sao solucionaveis em tempo

. . L . ¥ ) 5 : 30 é
polinomial. (Problemas Trataveis) NCH é o complemento do problema CH: a solugéao é SIM, sempre

. _ ) que n&o tiver um circuito hamiltoniano e NAO sempre que o grafo
# Algoritmo: Programa escrito numa linguagem como C, tiver um circuito hamiltoniano

etc. com restricdo: custo das operacdes é proporcional

a0 tamanho dos operandos e memodria infinita ® Aclasse co_N P consiste dos problemas de decisdo que séo

) . ) o ) complementares de problemas de decisao em NP
» Polinomialmente equivalente a maquina de Turing

Aulas 24 e25-p.5 Aulas 24 e 25 -p. 7

Classe de Complexidade NP Problemas intrataveis

® \Verificagao de solugdes: considere o problema CH. Se a solugao de
uma instancia G for SIM é possivel encontrar no grafo um circuito

hamiltoniano C. Neste caso, podemos verificar em tempo polinomial
em G se C é ou ndo um circuito hamiltoniano. ® Problemas indecidiveis: Nao existem algoritmos que resolva o

problema

® ‘“intrinsicamente” intrataveis
Ex. Listar todos os circuitos de um grafo

® Se aresposta for NAO, a verificagdo dessa resposta poder ser mais

dificil. Nao se conhece nenhum método para verificar em tempo # Problema da parada

polinomial a resposta NAO do CH » Problema do ladrilhamento
® aclasse de complexidade NP consiste dos problemas para os quais a #® Problemas decidiveis fora de NP
resposta SIM po<lde ser verificada em ternpo poleromlaI. i.e. Um & Algum problema em NP?2?
problema de decisao estda em NP se existe algoritmo A tq.
1. Para qualquer instancia x com solugdo SIM, existe um » Problema do CH
yeX*| Alz,y) = SIM » Problema SAT

2. para qualquer instancia = com solugdo NAO, para todo
y € ¥*| A(z,y) = NAO
3. A é polinomial em |z|

Aulas 24 €25 -p. 6 Aulas 24 25 -p. 8



Reducao de Problemas Problema SAT

® Um problema de decisao @ é reduzido em tempo polinomial a outro Teorema Se algum problema NP_Completo esta em P, entdo P = NP.
problema de decisao Q' se existe uma algoritmo A que, dada uma Se algum problema NP_Completo nao pode ser resolvido por algum
instancia =z de @, A(Q) € uma instancia de Q' tal que algoritmo polinomial, entdo nenhum problema NP_completo pode ser
» A solugdo para = € a mesma solucéo para A(z) resolvido em tempo polinomial
» Aroda em tempo polinomial em |z| Prova: imediata do lema anterior e das definicoes

#® Notacédo Q <, Q' Problema Satisfatibilidade (SAT) X = {x1, z2, ...,z } conj de varidveis

~ , ) - ) booleanas
® Solugéo para z é SIM se, e sé se, solugdo para A(x) é SIM

. ) Uma atribuicdo a X é uma fungéo ¢ : X — {V, F'}
® Se soubermos resolver Q' em tempo polinomial, também sabemos

resolver Q Para x € X, x e -z séo literais sobre =

Exemplo: X = {z1, 22}
Férmula: (1‘1 \Y .272) VAN (_\l‘l V .272)

Existe uma atribuicdo a X que satisfaz a formula?

Aulas 24 e25-p. 9 Aulas 24 e 25 —p. 11

Problemas NP_Completos Problemas SAT

LemaSe Q1 <, Qs e Qs € P, entdo Q, € P » Aliteral « € verdadeira sob t se, e s6 se, t(z) =V
Prova: Qs € P = 3 algoritmo A, que resolve Qs » Aliteral -z é verdadeira sob t se, e s6 se, t(z) = F

Q1 <, Q2 = 3 algoritmo A que transforma, com as defidas propriedades # Uma clausula sobre X & um conjunto de literais sobre
qualquer instancia z, de Q; numa instancia z» = A(x1) de Qs X. Ela represetna a disjuncdo sobre as literias e

satisfeita por uma atribuigéo se, e sé se, pelo menos

Entdo A,(A(z1)) é uma solugéo para Q; e é polinomial em |z |, pois a uma das literias é verdadeira sob a atribuicio

composigao de polindmios & um polinébmio. _ i 3 ) i )
# Uma colecao de clausulas C é satisfativel se, e so se,

Um problema @ é NP_Completo se existe uma atribuicdo que satisfaz simultaneamente
1.QeNP todas as clausulas em C
/ /
2. Q' <pQparatodo Q" € NP » Problema SAT
Um problema é NP_dificil se Dados X, C, decidir se C é satisfativel

Q' <, Qparatodo Q' € NP

Aulas 24 & 25— p. 10 Aulas 24 € 25 —p. 12



Problema SAT

Teorema de Cook SAT é NP_Completo

i) SAT € NP, pois, dada uma atribuicao, é facil verificar se
a atribuicdo satisfaz todas as clausulas

i) Q <, SAT, YQ € NP

» definir rigorasamente uma linguaguem algoritmica de
baixo nivel, como as Maquinas de Turing

® () € NP = JV| para qualquer instancia = de @, se a
solucao para z é:
a) SIM, 3y|V (z,y) =SIM
b) NAO, vy V (z,y) =NAO

Aulas 24 e 25 —p. 13

Problema SAT

# Dados z e yencare y = (y1,vy2, - ,Ym) COMO variaveis
booleanas 0=F 1=V

# codifique os possiveis passos do algoritmo V como
funcao de y, gerando uma instancia de SAT que é
satisfativel se, e s6 se, Jy|V (z,y) =SIM

# Esta codificacao é facilitada, pois V e escrito em uma
linguagem bem elementar

® ¢é necessario garantir que a instancia de SAT é gerado
em tempo polinomial

Este foi o primeiro problema NP_Completo

Aulas 24 € 25 —p. 14

Problemas NP_Completos

Lema Se L é uma linguagem tal que L’ <, L para alguma L' € NPC
entao L é NP_dificil. Além disso, se L € NP entdo L € NPC

Prova Como L’ € NP_Completa, paratoda L” € NP = L" <, L. Por
hipétese, L’ <,, L e pela transitividade (provar!), temos L"” <, L,i.e L é
NP_dificil. Caso L € NP, temos que L € NPC
Para Provar que L é NP_Completa

1. Proveque L € NP

2. Escolha uma linguagem NP_Completa L’

3. Escreva jma algoritmo que mapeie toda instancia x de L’ para uma
instancia f(z) de L

4. Prove que a funcdo f satisfaza z € L' se, e s6 se, f(z) € L para Vx

5. Prove que o algoritmo calcula f em tempo polinomial

Aulas 24 e 25 —p. 15

Problemas NP_Completos

Uma férmula booleana esta na forma normal conjuntiva-
FNC - se é expressa em um grupo de conjuncdes de
clausulas (7). A mesma esta na 3-FNC se cada clausula
tem exatamente 3 literais distintas.

Exemplo ¢ = (21 V -~z Vag) A(xs Vg Vas) A(—xp VasV-ory)
O problema 3-SAT é dados X e ¢ na 3-FNC, ¢ é
satisfativel?

Teorema 3-SAT é NP_Completo

Prova

i) Mostrar que 3 — SAT € NP. Mesmo argumento que
SAT € NP

i1) Mostrar que SAT <, 3 — SAT. Dada uma instéancia ¢ do
SAT vamos transforma-la em uma instancia ¢’ do 3-SAT tq
¢ é satisfativel se, e s6 se, ¢’ é satisfativel.

Aulas 24 e 25 - p. 16



3-SAT é NP_Completo

Seja ¢ uma dada formula booleana. Fazemos a seguinte
substituicao local em cada clausula C; de ¢

® Se C; =z, trocamos C; por
Si=(xVyVz)A(xV-yVz)A(xzVyV-z)A(zV-yV-z),
onde z,y S&0 novas variaveis

® Se C; = (x1 V x2), trocamos C; por
Si=(x1VaaVy Az VayV-y)

® Se(C;=(xr1VaaV...x), k> 3trocamos C; por
Si=(r1 Vo Vy) A(—yrVasVys) A(—y2 Vs Vys)

(Y3 V Tp_1 V TR),
onde y; sdo todas novas variaveis

Aulas 24 e 25 —p. 17

3-SAT é NP_Completo

# A atribuicdo as novas variaveis séo irrelevantes.

® NotequecadaC; €1seesbse, S;é1. Assima
férmula ¢ é satisfativel se, e sé se, S é satisfativel.

» Note que cada clausula aumenta em tamanho em um
fator constante, portanto podemos reduzir o SAT ao
3-SAT em tempo polinomial

# Isto, junto com o fato i) mostra que 3-SAT é
NP_Competo

Aulas 24 e 25 - p. 18

Problemas NP_Completos

Clique : em G = (V, E) é um subconjunto V' C V no qual
cada par de nés esta conectado por uma aresta de E. l.e
V'’ induz um subgrafo completo de G.

Problema do Clique: Dados G e k € N, ha um clique de
tamanho k em G?

Teorema Clique é NP_Completo

Prova

i) Clique € NP. O certificado € umconj V' Cc V. A
verificacao se V' & um clique é feita testando se para todo
par u,v € V' hd uma aresta (u,v) € E. Isto pode ser feito
em tempo polinomial.

Aulas 24 e 25 —p. 19

Clique é NP_Completo

it) Mostrar que 3 — SAT <, Clique.

Seja ¢ = C1 ANCy A --- A Ch uma instancia do 3-SAT. Cada
C, possui 3 literais 7,15, 15. Construimos G4 tq ¢ seja
satisfativel se, e s se, G4 tem um clique de tamanho %,
como no exemplo

o= (x1V-zaV-xg) A(-xy VayVas)A(rg Ve V)

X1 —xo I3

Aulas 24 e 25 - p. 20



Clique é NP_Completo CH é NP_Completo

# Suponha que ¢ € satisfativel. Cada C, contém ] de Representamos por o .
atribuicdo 1 e corresponde a um vértice. Escolhendo A
uma literal verdadeira por clausula temos k nés. %9
oO——o0O

» Estes & nos pela construgdo de G, formam um clique,
pois ambas as pontas nao podem ser complementos. Cada clausula de ¢ sera representada por

» Suponha que G, tem um clique de k£ n6s. Como ndo ha

arestas entre nés de uma tripla, temos exatamente um e
né por tripla. \@\

# Podemos atribuir 1 para cada literal correspondente
aos nos do clique, pois ndo ha arestas entre O———O0
complementos. Portanto ¢ € satisfativel. fan)

» Esta transformagao pode ser feita em tempo polinomial. O———O

Num CH é impossivel visitar os 3 blocos entrando por nés do tridagulo

Aulas 24 e 25 —p. 21 Aulas 24 e 25 —p. 23

Problemas NP_Completos CH é NP_Completo

Teorema Caminho Hamiltoniano (CH) é NP_Completo Para ¢ = (z1 Vg Vas) A(mz1V na V mag) A (may V —ag V a3)

Prova Temos

® i) CH e NP. O certificado é uma seqliéncia S de |V| vértices
distintos. A verificagdo se S € um ciclo hamiltoniano é feita testando
se para todo par consecutivo u,v € S ha uma aresta (u,v) € E. Isto
pode ser feito em tempo polinomial.

® 1) 3-SAT <,, CH. Dada ¢ vamos construir G, tq G4 € hamiltoniano,
se e s se, ¢ é satisfativel. Bloco a ser usado no grafo

\ ) ) O ) /
P N
G
v w ¢
/
% A AN A O\_
N6s vermelhos formam um clique. O CH, se existe, tem
Suponha um CH sem extremo no bloco. Se o caminho entra por v ele extremos 1 e 2

deve sair por w.

Aulas 24 € 25 — p. 22 Aulas 24 € 25 - p. 24



CH é NP_Completo

#® Suponha que um CH comece em 1.

» O trajeto da esquerda para a direita define uma
atribuicao as variaveis de ¢.

» Apos este trajeto, o CH deve cobrir todos os
tridngulos: € possivel o CH cobrir no maximo dois
blocos em cada triangulo.

» Portanto, o trajeto precisa percorrer pelo menos um
dos blocos(um literal verdadeira) de cada triangulo
(clausula).

# De forma similar, uma atribuicdo que satisfaz ¢ induz
naturalmente um CH no grafo

o E facil ver que o grafo pode ser construido em tempo
polinomial

Aulas 24 e 25 — p. 25
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