Problema do Fluxo Maximo

Aulas 21 e 22
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Fluxo Maximo e Corte Minimo

Fluxo Mé&ximo e Corte Minimo.

. Dois riquissimos problemas algoritmicos

. Problema classico em otimizagdo combinatéria.
. Dualidade matematica.

Aplicagdes /redugdes.
. Conectividade em redes. . rede reliability.
Emparelhamento bipartido.

. Seguranca de dados
. Data mining. estatisticos.

. Open-pit mining. . Computacéo Distribuida.
. Escalonamento de vdos. . Egalitarian stable matching.
. Processamento de imagens. . Muito mais . ..

Rede de Fluxo Maximo

Rede de Fluxo Maximo: G =(V, E, s, t, u).
. (V, E) = Grafo dirigido, sem arcos paralelos
. Dois nés distintos: s = source, t = sink.
. u(e) = capacidade do arco e.
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Fluxos

s-t fluxo é uma funcéo f: E—» R satisfazendo:

Fluxos
s-t fluxo € uma funcéo f: E—» R satisfazendo:
. paracadae eE: 0 < f(e) <u(e) (capacidade)
. paracadaveV-{s,t}: Xf(e) = Xf(e) (conservagao)
eintov eoutofv

Fluxo M&ximo: encontrar um s-t fluxo que maximiza o fluxo que sai

. Paracadae e E: 0 < f(e) <u(e) (capacidade)
. ParacadaveV-{s t}: Xf(e) = Xf(e) (conservag&o)
eintov eoutofv
T fe) = ¥ f(wv) T fe) = T fw
eintov w:(wyv)eE eoutof v w:i(vw)eE
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Fluxos
s-t fluxo é umafuncéo f: E > R satisfazendo:
. paracadae € E: 0 < f(e) <u(e) (capacidade)
. paracadaveV-{s,t}: Xf(e) = Xf(e) (conservagao)
eintov eoutofv

Fluxo Maximo: encontrar um s-t fluxo que maximiza o fluxo que sai

da fonte.
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Fluxos
An s-t fluxo is a function f: E > R that satisfies:
. paracadae € E: 0 < f(e) <u(e) (capacidade)
. paracadaveV-{s,t}: Xf(e) = Xf(e) (conservagéo)

eintov eoutofv

Fluxo Maximo: encontrar um s-t fluxo que maximiza o fluxo que sai da

fonte.
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Redes

Rede Nos Arcos Fluxo
. telefone, cabos, fibra otica, voz, video,
comunicagéo - .
computador, satélite | microondas pacotes
L portas, registradores, | .. corrente
circuitos fios -
processodores elétrica
mecanica juncées estacas, molas energia
L reservatérios, estacde q 2
hidraulica ¢ canos fluido, 6leo
de tratamento
finangas acoes, dinheiro transagdes dinheiro
voos,
aeroportos, estradas, .
transporte i = ) veiculos,
interseccéo de ruas rotas aéreas !
passageiros
quimica locais limites energia

Cortes
s-t corte € uma particdo de nés (S, T)talques € S, t e T.
capacidade de um s-t corte (S, T) é: > u(e) = > u(v,w).
eoutof § (vw)eE

veS, weT

s-t Corte Minimo: Encontrar um s-t corte de capacidade minima.
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Cortes
s-t corte é uma particdo de n6s (S, T)talques e S,t e T.
. capacidade de um s-t corte (S, T) é: > u(e) = > u(v,w).
eoutof S (vw)eE

s-t Corte Minimo: Encontrar um s-t corte de capacidade minima.
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Cortes
s-t corte € uma particdo de nés (S, T)talques e S,t e T.
. capacidade de um s-t corte (S, T) é: > u(e) = > u(v,w).
eoutof 8 (vw)eE

s-t Corte Minimo: Encontrar um s-t corte de capacidade minima.
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Fluxos e Cortes

1. Sejafum fluxo, e (S, T) um corte. Entéo, o fluxo enviado através
do corte é igual a quantidade chegando ab t.

2 fle)- Xfle) = XY fle) = [f]

eoutof § einto S eoutofs
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Fluxos e Cortes

L1. Seja f um fluxo, e (S, T) um corte. Entéo, o fluxo enviado através
do corte é igual a quantidade chegando ab t.

Y fle- Y fle) = X fle) = |[f]

eoutof § einto S eoutofs
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Fluxos e Cortes

L1. Seja fum fluxo, e (S, T) um corte. Entéo, o fluxo enviado através
do corte é igual a quantidade chegando ab t.

Y fle)- X fe) = X fle) = [f]

eoutof § einto S eoutof s
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Fluxos e Cortes

Seja f um fluxo, e (S, T) um corte. Entéo, Y fle)- X f(e)= [f|
eoutof § einto S

Prova por indugéo em [S]|.

. CasoBase: S={s}.

. Hipétese Indutiva: suponha que vale para |S| <k.
- Considere um corte (S, T) with |S] = k
-S=S" u{v}paraalgumv=s,t |S'|=k-1 = cap(S, T)=|f|.
—incluir v a S' aumenta a capacidade do corte por

Yfe)- Tf(e) =0

eoutofv eintov

S Depois 15




Fluxos e Cortes

L2. Sejafum fluxo, e (S, T) um corte. Entédo, |f|<cap(S,T).

Y f(e)- X f(e)

eoutof § einto S

s YA

eoutof §

< Y u(e)
eoutof §

= cap(S,T)

Prova. \f\

Corolario. Sejafum fluxo, e (S, T) um corte. Se |f| = cap(S, T), entéo f
é um Fluxo Maximo e (S, T) de um Corte Minimo.

Fluxo Maximo e Corte Minimo

Corolario. Sejafum fluxo, e (S, T) um corte. Se [f| = cap(S, T), entéo f
é um Fluxo M&ximo e (S, T) é um Corte Minimo.

corte capacidade = 28 |

Teorema Max-flow Min-cut

Teorema MAX-flow MIN-cut (Ford-Fulkerson, 1956): Qualquer rede, o
valor do Fluxo Maximo é igual ao valor do corte minimo.

. “Boa caracterizagdo."

. Prova lOU.

corte capacidade = 28]

Construindo um Algoritmo

Encontre um s-t caminho onde cada arco tem u(e) > f(e) e "aumente”
o fluxo ao longo do caminho.

PN

fluxo valor =0
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Construindo um Algoritmo

Encontre um s-t caminho onde cada arco tem u(e) > f(e) e "aumente”
o fluxo ao longo do caminho.

. Repita até ndo poder mais.
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Construindo um Algoritmo

Encontre um s-t caminho onde cada arco tem u(e) > f(e) e "aumente”
o fluxo ao longo do caminho.

. Repita até ndo poder mais.
. Algoritmo Greedy falha.

quxo valor =10
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Arco Residual

Grafo original G = (V, E).
. fluxo f(e).

. Arcoe=(v,w) eE. / capacidade
© 17 0)

6 T — fluxo

Grafo Residual: G; = (V, E;).
. Arcos Residuais e = (v, w) e eR = (w, v).
“Desfaz" fluxo enviado.

Capacidade

/— Residual
@\ _/O
\ Capacidade

Residual

Grafo Residual e Caminho Aumentante

Grafo Residual : G; = (V, E;).

. E;={e:f(e) <u(e)} u {eR:f(e)>0}. us(e) = {;’((:))_f(e) :: ZRE EE
=

0
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Caminho Aumentante

Caminho aumentante = Caminho no Grafo Residual.

e
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Caminho Aumentante

Caminho aumentante = Caminho no Grafo Residual.
. Fluxo Maximo < sem caminhos aumentantes ???
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Teorema Max-flow Min-cut

Teorema dos Caminhos Aumentantes (Ford-Fulkerson, 1956): Um
fluxo f € Fluxo Maximo se e s6 sem n&do ha caminhos aumentantes.

Teorema MAX-flow MIN-cut (Ford-Fulkerson, 1956): o valor do Fluxo
Méximo é igual ao valor do corte minimo.

Provamos ambos simultaneamente mostrando :
(i) féum Fluxo Maximo.
(i) N&o ha caminhos aumentantes relativos af.
(iii) Haum acorte (S, T) tal que |f| =cap(S, T).

Prova do Teorema Max-flow Min-cut

Provamos ambos simultaneamente mostrando :
(i) féum Fluxo Maximo.
(i)  N&o ha caminhos aumentantes relativos af.
(iii) Haum acorte (S, T) tal que |f| =cap(S, T).

(i) = (i)
Mostramos a contrapositiva.

. Se]af um fluxo. Se hd um caminho aumentante, entdo podemos
aumentar f enviando fluxo ao longo do caminho.

(i) = ()

. Préximo slide.

(i) = ()

. Foi o Coroléario do Lema 2.




Prova do Teorema Max-flow Min-cut

Provamos ambos simultaneamente mostrando :
(i) féum Fluxo Maximo.
(ii)  N&o ha caminhos aumentantes relativos af.
(iii)  Haum acorte (S, T) tal que |f| =cap(S, T).

(i) = (iii)
. Seja fum fluxo sem caminhos aumentantes.
. Seja Sum conj. de vertices atingiveis de s no grafo residual.
-claramentes € S, et ¢ S pela defini¢éo de f

If| = 2 fle)- X f(e)
eoutof § einto S
= X u(e)
eoutof §
= cap(S,T)

Rede Original

Algoritmo Caminho Aumentante

Aumenta (f, P)

b « bottleneck(P)
FOREACH e € P
IF (e € E) // arco indo
f(e) « f(e) + b
ELSE // arco voltando
fe?) « f(e) - b
RETURN f

FordFulkerson (V, E, s, t)

FOREACH e € E
f(e) « 0
G¢ « grafo residual

WHILE (houver caimho aumentante P)
T « aumenta(f, P)
atualiza Gg

RETURN F

Tempo de execucéo

Suposicdo: todas as capacidades s&o inteiros entre 0 e U.

Invariante: todo valor de fluxo f(e) e toda capacidade residual u;(e)
permanece um inteiro durante o algoritmo.

Teorema: o algoritmo termina em no maximo | f * | < nU iteragdes.
Corolario: se U=1, entdo o algorithm é O(mn).

Teorema da integralidade: Se todas as capacidades séo inteiras,
entdo ha um Fluxo Maximo f para o qual todo valor de fluxo f(e) é
um inteiro.

Nota: o algoritmo pode ndo terminar em instancias patolégicas (com
capacidades irracionais). Além disso, o valor de fluxo pode nem
mesmo convergir para a resposta correta.

Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes.
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Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes.

100, 100

Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes.

Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes.
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Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes.
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200 iteragdes possiveis.
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Escolha de Bons Caminhos Aumentantes

. Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes
. Algumas escolhas levam a algoritmos exponenciais.
. Boas escolhas levam a algoritmos polinomiais.

Objetivo: Escolher caminhos aumentantes tal que:
. Escontre caminhos aumentantes eficientemente.
. Poucas iteragdes.

Edmonds-Karp (1972): Escolher caminho aumentante com
. Capacidade Maxima. (caminho gordo)
. Capacidade suficientemente grande . (escala da capacidade)

. Menor nimero de arcos. (caminho minimo)

Capacidade de Escala

Intuicdo: Escolher caminho de maior capacidade aumenta o fluxo na
quantidade méaxima possivel.

. N&o precisa encontrar o caminho com a maior capacidade exata.
. Mantenha o parametro de escala A.
. Seja G; (A) o subgrafo do grafo residual consistindo s¢ de arcos

com capacidade pelo menos A.

110 102 110 102
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Capacidade de Escala

Intuicdo: Escolher caminho de maior capacidade aumenta o fluxo na
quantidade maxima possivel.
. N&o precisa encontrar o caminho com a maior capacidade exata.
. Mantenha o par@metro de escala A.
. Seja G; (A) o subgrafo do grafo residual consistindo s6 de arcos
com capacidade pelo menos A.

escalaMaxfluxo(V, E, s, t)

FOREACH e € E, f(e) « O
A « menor poténcia de 2 maior ou igual a U

WHILE (A = 1)
Gg(A) « A-grafo residual
WHILE (houver caminho aumentante P em Gg(A))
T « aumenta(f, P)
atualize Gg(A)
A A/ 2

RETURN f

Capacidade de Escala: Anélise

L1. Setodas as capacidades sdo inteiras, entdo durante o algoritmo,
todo valor de fluxo e de capacidade residual permanecem inteiros.

. Assim,A=1 = GiA) =G, e no término f é um Fluxo Maximo.

L2. O while externo repete 1 +Llog, U] vezes.
. Inicialmente U <A <2U, e Adiminui por um fator de 2 a cada
iteragédo.

L3. Sejaf o fluxo no final de uma fase de A-escala. Entédo o valor do
fluxo maximo é no maximo | f |+ m A.

L4. H& no méaximo 2m aumentos por fase de escala.
. Sejaf o fluxo no final da fase de escala anterior.
. L3 = |ff < |f|+m(2A).
. Cadaaumento em uma A-fase aumenta | f | de pelo menos A.

Teorema. O algoritmo roda em tempo O(m? log (2U)) .




Capacidade de Escala: Anélise

L3. Seja f o fluxo no final de uma fase de A-escala. Entéo o valor do
fluxo maximo é no maximo | f | + m A.

. Mostramos que no final de uma A-fase, ha um a corte (S, T) tal que
cap(S,T) < |f|+mA.
. Escolha S para ser o conj. de nés atingiveis de s em G;(A).
-claramentes € S, et ¢ S pela definicdo de S

fl = 3 fe) - X fle)
eoutof § einto S
> Y We-4-3 A
eoutof § einto S
= Yu@e- X A- YA
eoutof § eoutof § einto S
= cap(S,T) - mA

Rede Original

Escolha de Bons Caminho Aumentantes

. Tome cuidado na escolha dos caminhos aumentantes
. Algumas escolhas levam a algoritmos exponenciais.
. Boas escolhas levam a algoritmos polinomiais.

Objetivo: Escolher caminhos aumentantes tal que:
. Escontre caminhos aumentantes eficientemente.
. Poucas iteragdes.

Edmonds-Karp (1972): escolha caminho aumentante com
. Capacidade Maxima. (Caminho gordo)
. Capacidade suficientemente grande. (escada de capacidade)

ﬂ . Menor niimero de arcos. (menor caminho)

Menor caminho aumentante

Intuicdo: escolha o caminho via breadth first search. E
. F&cil de implementar.
- Podem implementar para ver!
. Encontra caminhos aumentantes com menor nimero of arcos.

FewerAugmentingPath(V, E, s, t)

FOREACH e e E
f(e) « 0
G¢ « grafo residual

WHILE (houver caminho aumentante)
encontre um caminho P com o BFS
T « aumenta(f, P)
atualiza Gg

RETURN F

Menor caminho aumentante: Descricdo da Analise

L1. Durante o algoritmo, o comprimento do menor caminho nunca
diminui.
. Provaa seguir.

L2. Depois de no maximo m aumentos de menores caminhos, o
comprimento do menor caminho aumentante aumenta estritamente.

. Provaa seguir.

Teorema. O algoritmo menor caminho aumentante rod em tempo
O(m?n).
. O(m+n) paraencontrar o menor caminho aumentante via BFS.
. O(m) aumentos para caminhos de k arcos exatos.
. Se ha um caminho aumentante, ele é Gnico.
= 1<k<n
= O(mn) aumentos.




Menor caminho aumentante: Analise

Grafo Nivel de (V, E, s).
. paracada vértice v, defina A(v) como o comprimento (nimero de
arcos) do menor caminho des av.
« Lg=(V, Eg) é subgrafo de G que contém apenas 0s arcos
(v,\w) € E com A(w) =A(v) + 1.

G:
s 3) 6) t
L
s @ (6) t
A=0 r=1 r=2 A=3

Menor caminho aumentante: Analise

Grafo Nivel de (V, E, s).
. paracada vértice v, defina A(v) como o comprimento (nimero de
arcos) do menor caminho des av.
. L=(V, F)ésubgrafo de G que contém apenas 0s arcos
(v,w) € E com A(w) =A(v) + 1.
Compute em tempo O(m+n) usando BFS, removendo arcos laterais
e de volta.
. P éum menor s-v caminho em G se e s6 se ele é um s-v caminho

emL.

o>
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N>
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w >
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Menor caminho aumentante: Anélise

L1. Durante o algoritmo, o comprimento do menor caminho nunca
diminui.

. Sejam f e f' fluxos antes e depois de aumentar o menor.

. Sejam L e L' grafos niveis de G; e G;.

. Apenas arcos de voltaincluidos em G;.
- Caminhos com arcos voltando tem comprimento maior que o
comprimento anterj

Menor caminho aumentante: Analise

L2. Depois de no maximo m aumentos de menores caminhos, o
comprimento do menor caminho aumentante aumenta estritamente.
. Pelo menos um arco (o arco gargalo) é removido de L depois de
cada aumento.
. Nenhum novo arco é adicionado a L até que o comprimento do
menor caminho cresca estritamente.




Menor caminho aumentante: Resumo da Analise

L1. Durante o algoritmo, o comprimento do menor caminho nunca
diminui.

L2. Depois de no maximo m aumentos de menores caminhos, o
comprimento do menor caminho aumentante aumenta estritamente.

Teorema. O algoritmo menor caminho aumentante roda em tempo
O(m2n).
. O(m+n) paraencontrar o menor caminho aumentante via BFS.
. O(m) aumentos para caminhos de exatamente k arcos.
. O(mn) aumentos.

Nota: ®(mn) aumentos séo necessarios em algumas redes.
. Tente reduzir o tempo em cada aumento.

. Arvore Dindmicas = O(mnlogn) Sleator-Tarjan, 1983
. Idéia Simples = 0O(mn?)

Menor caminho aumentante: Versao Melhorada

Dois tipos de aumentos.
. Aumento normal: Comprimento do menor caminho ndo muda.
. Aumento especial: comprimento do menor caminho cresce.

L3. Grupo de aumentos normais tomam tempo O(mn).
Explicitamente mantenha o grafo nivel - ele muda de no méaximo 2n
arcos depois de cada aumento normal.
. Inicieem s, avance em um arco em Lgaté alcangar t ou néo
conseguir.
- Se alcacar t, aumente e delete pelo menos um arco
- Se nado conseguir, delete 0 né

Menor caminho aumentante: Versdo Melhorada

aumenta

aumenta

menor caminho aumentante: Versdao Melhorada

aumento

PARE: Comprimento do menor caminho
deve ter crescido




menor caminho aumentante: Versdo Melhorada

AdvanceRetreat(V, E, f, s, t)

ARRAY pred[v € V]
L; « grafo nivel de G;
V « s, pred[v] « nil

REPEAT
WHILE (houver (v,w) e Lg)
pred[w] « v, v « w
IF (v = t)
P « caminho def. por pred[] m
T « aumenta(f, P)
atualiza Lg
Vv « s, pred[v] « nil
delete v de Lg retrai
UNTIL (v = s)

RETURN f

menor caminho aumentante: Versdo Melhorada

Dois tipos de aumentos.
. Aumento normal: Comprimento do menor caminho ndo muda.
. Aumento especial: comprimento do menor caminho cresce.

L3. Grupo de aumentos normais tomam tempo O(mn).
. Explicitamente mantenha o grafo nivel - ele muda de no méaximo 2n

. Inicieem s, avance em um arco em Lgaté alcangar t ou néo

arcos depois de cada aumento normal.

conseguir.

- Se alcacar t, aumente e delete pelo menos um arco

- Se néo conseguir, delete o né

- No méximo n avangos antes do evento acima

Teorema. O Algoritmo roda em tempo O(mn?).
. Tempo O(mn) entre aumentos especiais.
. No méaximo n aumentos especiais.

Escolha de bons caminho aumentantes: Resumo

Método Aumentos Tempo
=) Caminho aumentante nU mnU
Capacidade Maxima m log U m log U (m + n log n)
ﬂ Capacidade de escala m log U m2log U
(Capacidade de escala melhor| m log U mn log U
=) Menor caminho mn m2n
=) | Menor caminho melhorado mn mn?

Os primeiros 4 supe capacidades entre O e U.

Historico
Ano Autor Método Tempo
1951 Dantzig Simplex mn2U
1955 Ford, Fulkerson Caminho aumentante mnU
1970 Edmonds-Karp Menor caminho m2n
1970 Dinitz Menor caminho mn?
1972 | Edmonds-Karp, Dinitz | Capacidade de escala m2log U
1973 Dinitz-Gabow Capacidade de escala mnlog U
1974 Karzanov Prefluxo-push n3
1983 Sleator-Tarjan Arvore Dinamica mn log n
1986 Goldberg-Tarjan FIFO prefluxo-push mn log (n2/m)
1997 Goldberg-Rao Funcdo Comprimento nrwnn353lIoogg(?r;//nr]r?)lloogg%
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