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i Algoritmo de Prim

= Constréi uma arvore, desta forma A é sempre uma
arvore.
= Comeca com uma raiz arbitraria “r”.

= A cada passo, encontre uma aresta leve atravessando o
corte (V,, V —V,). Adicione esta aresta em A.

aresta leve
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i Aula de Hoje

= Arvore Geradora Minima
= Algoritmo de Prim
= Caminho mais curtos usando em digrafos
ponderados
= Propriedades de Caminhos mais Curtos,
Relaxagao
= Algoritmo de Bellman-Ford
= Caminhos mais curtos em DAG
= Algoritmo de Dijkstra
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i Algoritmo de Prim

= Como encontrar uma aresta leve rapidamente?

= Use uma fila de prioridade Q:

Cada objeto é um vértice em V - V,.

Rotule os vértices v fora da nuvem (key[v]) com o peso
minimo de qualquer aresta (u,v), onde u € V.

Entdo o vértice retornado por Extract-Min é v tal que
existe u eV, e (u,v) é uma aresta leve atravessando
(VaV = Va).

Chave de v é o« (key[v] = =) se v ndo é adjacente a
qualquer vértice em V,.
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& Algoritmo de Prim

Alterando
as chaves

11 key[v] <« w(u,v)
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& Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = V[G];
for each u € Q
key[u] = o
key[r] = 0;
p[r] = NULL;
while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,v);
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& Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6
Q = V[G];
for each u € Q
key[u] = o
key[r] = 0;
pLr] = NULL;
while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plvl = u;
key[vl = w(u,v);
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& Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = V[G];
for each u € Q
key[ul = w;
key[r] = 0; r —(0)
pLr] = NULL;

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q); Pegue um vértice inicial r
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,v);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @ .
Q = V[El: ‘ ——()
for each u € Q
key[u] = ; .
keylr] = 05 —(0)
pLr] = NULL; 3 3

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u;
key[v] = w(u,Vv);

30/09/2005 9

i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @ .
Q = VIGI; : -
for each u € Q
key[u] = ; .
keylr] = 05 —(0)
pLr] = NULL; 3 3

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @ .
Q = V[6]; : —(=)
for each u € Q
key[u] = ; .
keylr] = 05 —(0)
pLr] = NULL; 3 3

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q) setas azuis indicam ponteiros para os pais
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @ .
Q = VIGI; : -
for each u € Q
key[u] = ;
key[r] = 0O;
pLr] = NULL;

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = VIGI; :
for each u € Q
key[u] = «; “ ‘
key[r] = 0;
pLr] = NULL;

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u;
key[v] = w(u,Vv);

30/09/2005

13

i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = VIGI; :
for each u € Q
key[u] = o; B ‘
key[r] = 0;
pLr] = NULL;

while (Q not empty) u
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = VIGI; :
for each u € Q
key[u] = «; “ ‘
key[r] = 0;
pLr] = NULL;

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 6 @
Q = VIGI; :
for each u € Q
key[u] = o; B ‘
key[r] = 0;
pLr] = NULL;

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) ®
Q = V[G]; 10 2 o
for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plvl = u;
key[v] = w(u,v);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) *®
Q = V[G]; 10 2 9
for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
©

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) *®
Q = V[G]; 10 2 @
for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plvl = u;
key[v] = w(u,v);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 4
Q = VIG]; 10 6 9
for each u € Q
key[u] = o;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
©

while (Q not empty)
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) 4
Q = V[GI; 5 0 s
for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plvl = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) (AD\V\
Q = V[G];: @ 2 9

for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) (AD\V\
Q = V[G]; 5 2 9

for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
plvl = u;
key[v] = w(u,v);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) (AD\V\
Q = V[el; ® 2 ®

for each u € Q
key[u] = «;
key[r] = 0; (0) (8) 15
pLr] = NULL;
while (Q not empty) e
u = ExtractMin(Q);
for each v e Adj[u]
if (v e Q and w(u,v) < key[v])
pLv] = u;
key[v] = w(u,Vv);
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i Algoritmo de Prim

MST-Prim(G, w, r) (AD\V\

i Tempo de Execuc¢éo do Alg. Prim

= Tempo = |V|T(ExtractMin) + O(E)T(ModifyKey)

Q = V[CG];
for each u € Q = Tempo = O(V IgV + E IgV) = O(E IgV)
key[u] = o;
key[r] = 0; (0) (8) @5 Q T(ExtractMin) | T(ModifyKey) Total
PLF] = NULL: G array o) o@) ov?
e eractmitey: binary heap | O(lg V) o(lg V) O Igv)
for each v e Adj[u] Fibonacci | O(lg V) O(1) amortizado |O(V IgV +E)
i (v e Q and w(u,v) < key[v]) heap
pLv] = u;
key[V] = w(u.v);
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Filas de Prioridade (PQ)

= Uma fila de prioridade € uma ADT para a
manuten¢do de um conjunto S de elementos, cada
um com um valor associado denominado chave

= Necessitamos que PQ realize as seguintes
operacodes:
= BuildPQ(S) — inicializa PQ para conter elementos de S

= ExtractMin(S) devolve e remove o elemento de S com a
menor chave

= ModifyKey(S,x,newkey) — modifica a chave de x em S
= Um heap binério implementa uma PQ

= BuildPQ — O(n)

= ExtractMin e ModifyKey — O(lg n)
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i Caminhos mais Curtos

= Digrafo G = (V,E) com uma funcéo de pesos W.E — R
= Peso do caminho p = <vyVy,...,v,> é

Kk
= ZW(VH,Vi) =soma dos pesos das arestas do caminho
i=1

Caminho mais curto

SUV) = min{w( p): u-”—>v}se existe um caminho u —» v
' 0 caso Contrario

Aplicagdes: static/dynamic network routing, robot motion
planning, map/route generation in traffic
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i Exemplo
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i Caminhos mais Curtos

= Os pesos podem representar qualquer medida que
= Seja linear ao longo do caminho
= Algo que desejamos minimizar

= Problema: dado um grafo direcionado ponderado
G, encontre o caminho mais curto de um vértice
fonte s a outro vértice v
= “Caminho mais curto” = peso minimo

= EX., num mapa rodoviario: qual o caminho mais curto
de Barra Mansa a Paty do Alferes?
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i Exemplo
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i Caminhos mais Curtos

= Problemas do caminhos mais curtos

= Single-source (single-destination). Encontar um

caminho mais curto de uma dada fonte (vértice s) a

cada um dos demais vértices.

Single-pair. Dados dois vértices, encontrar um

caminho mais curto entre eles. A solucéo do problema

single-source também resolve esse problema de forma

eficiente.

= All-pairs. Encontre o caminho mais curto para todos
os pares de vértices. Algoritmo de Programagédo
Dinamica.
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Akgstas com Pesos negativos e ciclos?

= Podemos ter arestas com peso negativo, desde que néo
tenhamos ciclos com peso negativo

= Em grafos com ciclos de peso negativo, alguns caminhos
mais curtos podem ndo existir (Porque ?):

pois nesse caso
poderiamos ter
caminhos com
<0 comprimento téo
pequeno quanto
quiséssemos
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i Subestrutura Otima

= Lema: Qualquer subcaminhos de um caminho
mais curto € um caminho mais curto.

= Demonstracdo: Seja p um caminho mais curto
entre u e v. Suponha que algum subcaminho ndo
seja um menor caminho
= Entdo existe um subcaminho menor
= Substitua o menor subcaminho pelo subcaminho menor

= Entdo o menor caminho n&o € um menor caminho.
Contradicao
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*stas com Pesos negativos e ciclos?

= Podemos ter ciclos negativos desde que
eles ndo sejam atingiveis a partir da fonte.

= Alguns algoritmos s6 funcionam se o
digrafo néo tiver arestas negativas.
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i Ciclos

= Caminhos mais curtos ndo podem conter

ciclos.

= Ja comentamos a respeito de ciclos negativos.

= Se tivermos um ciclo com peso positivo,
podemos obter um cainho melhor retirando o
ciclo.

= Se os ciclos tiverem peso 0, podemos
simplesmente omiti-los.
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ida para um Caminho mais Curto

= Para cada vértice v e V:
w d[v] = 8(s,v)
= Inicialmente, d[v] = «
= Reduz na medida em que o algoritmo avanca.
= Mas sempre mantém d[v] > 5(s,v).
= Denominamos d[v] uma estimativa do caminho mais
curto.
= 7t[v] = predecessor de v.em um caminho mais
curto a partir de s.
= Se ndo ha predecessor, n[v]=NIL.
= 7 induz uma &rvore — arvore do caminho mais curto.

= As demonstracdes das propriedades de © podem ser
vistas no texto.
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* Relaxacao

= Como podemos melhorar a estimativa do caminho mais
curto para v passando através de u e usando a aresta
(u,v)?

= Uma técnica chave no algoritmos de menor caminho é a
relaxagdo

= ldéia: para todo v, d[v] armazena um limite superior para o peso
do caminho mais curto de s a v, 3(s,v).

= d[v] é uma estimativa do caminho mais curto.

= O passo da relaxacao pode diminuir o valor da estimativa
do caminho mais curto e alterar o predecessor de v, =[v].
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* Inicializacao

= Todos os algoritmos de caminhos mais
comegam com Init-Single-Source.
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* Relaxacao

——0© ——0

Relax(u,v,w) Relax(u,v,w)

@40

<

DG
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Desigualdade Triangular

= 5(u,v) = peso do caminho mais curto de u a v.

= Teorema:
Para qualquer (u,v) € E, temos 3(s,v) < 8(s,u) + w(u,v).

= Demonstracéo:
O peso do caminho mais curto de sa v ndo pode ser
maior que qualquer outro caminho de sa v. O caminho
de s a u adicionado da aresta (u,v) € um caminho de s a
Vv, e se usamos 0 menor caminho de s a u, seu peso é
8(s,u) + w(u,v).

3(s,u) u
— 7%(&\/)

iopried. dos caminhos mais curtos

= Propriedade da falta de caminho.
= Se 3(s,v) = o0, entdo d[v] = o sempre.
= Propriedade da convergéncia
= Se s —»Pu— v € um caminho mais curto, d[u] = 3(s,u), e
fizemos a chamada Relax(u,v,w), ent&o a partir desta
iteragdo d[v] = 3(s,v).
= Propriedade da Relaxagdo do Caminho.
= Seja p = <v,,Vy,...,V,> 0 caminho mais curto a partir de
$ =V, to v,. Se fazemos uma relaxagdo /7 order, (Vo,vy),
(Vy.Vp),eesy Vi.1,V,), mesmo intercalada com outras
reiaxa(;()es, entao d[v,] = 8(s,v)-

= As demonstrac¢des estdo no livro texto.
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i Propriedade do Limite Inferior

= Teorema:
Para todo v € V temos que d[v] > 5(s,v). Além disso, uma
vez que d[v] = (s,v) seu valor ndo muda mais.

= Demonstragéo:
Suponha que exista um vértice tal que d[v] < 8(s,v). Seja u
o vértice que (no relaxamento) que faz com que d[v] seja
alterado. Entdo d[v] = d[u] + w(u,v).
d[v] < 8(s,v) <8(s,u) + w(u,v) (Des. Triangular).
< d[u] +w(u,yv) =
d[v] < d[u] + w(u,v). Contradic&o.
Uma vez que d[v] = 3(s,v), 0 valor ndo aumenta e nem
diminui.
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i Algoritmo de Bellman-Ford

= Permite arestas com pesos negativos.
= Computa d[v] e =[v] para todo v € V.

= O algoritmo de Bellman-Ford detecta ciclos
negativos (retorna 7a/se) ou retorna a
arvore dos caminhos mais curto.
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* Algoritmo de Bellman-Ford

30/09/2005

Olaco5a7
relaxa todas
as arestas (|E|)
[V|-1 vezes.

Tempo: O(VE).

45
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Exemplo
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Correcao do Alg. de Bellman-Ford

= Teorema:

Assumindo que o digrafo ndo possui ciclos com peso
negativo, o algoritmo converge apoés |V|-1 passos.
Demonstracéo:

Seja v atingivel a partir de s, e seja p = <Vy,Vy,...,V,> 0
caminho mais curto de s a v, onde v;=s e v,=v. Visto que p
€ aciclico, ele tem no maximo |V|-1 arestas, e desta forma
k<|V[-1.

Cada iteragdo do lago for relaxa todas as arestas;

= Primeira iteracéo relaxa (v,,v,).

= Segunda iteracdo relaxa (v,,v,).

= k-ésima iteracéo relaxa (V.;,vy).

Pela propriedade da relaxagdo do caminho, d[v] = d[v,] =
8(s,vi) = 8(5,v).
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Exemplo
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Correcdo do Alg. de Bellman-Ford

= Demonstracéo (cont.):
Valor retornado (true/false)?

= Suponha que ndo exista ciclo com peso negativo atingivel a partir
de s. Ao terminar, para todo (u,v) € E,

d[v] = 5(s,v)

< 8(s,u) +w(u,v) (Des. Triangular)

=d[u] + w(u,v).
Desta forma, Bellman-Ford retorna true.

= Agora vamos supor que exista um ciclo com peso negativo
C = <Vp,Vy,...,V, >, onde vg=v,, atingivel a partir de s.
k

Then " (vi,,v,) <0

i=1
= Suponha (por contradi¢&o) que Bellman-Ford retorna true.
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* Correcédo do Alg. de Bellman-Ford

= Demonstragéo (cont.):

Entdo d[v;] <d[v;,] + w(v;.,,v;) parai=1.2,..k.
Somando o ciclo c:

NI EDCI T RTURRS)

= i d[VH] + iW(VHrVi)

Visto que voﬁ}k, cada vértlck em ¢ aparece uma unica vez em cada
Somatéria.

k k k
> d[v;]= Y d[v,,], destaforma 0 <> w(v,,,v;)
i=1 i=1 i=1

Isso contradiz o fato de ¢ ser um ciclo com peso negativo.
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* Caminhos mais curtos em DAGSsS

= Visto que temos um DAG (digrafo aciclico), ndo temos
ciclos, e com isso podemos encontrar uma ordem para

fazer as relaxagdes com uma ordenagdo topolégica dos
vértices.
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i Exemplo

i Exemplo

6 6
r w r w
@)D (=) On0a0a 0000
3 3
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i Exemplo i Exemplo
6 6
r w r w
On0a0a 0000 On0a0a 0006y
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Algoritmo de Dijkstra

= Sem arestas com pesos negativos.

Estratégia Gulosa, semelhante ao algoritmo de Prim para

MST (sempre escolhe o vértice mais leve “préximo” em

V-S para adicionar a S).

= Como a busca em largura (se todos os pesos = 1,
simplesmente usamos BFS)

= Use Q, fila de prioridade cujas chaves séo dadas por d[v]

(BFS usa fila FIFO, aqui utilizaremos uma PQ, a qual é

reorganizada sempre que algum d decresce)

Idéia Bésica

= Mantenha um conjunto S de vértices resolvidos.

= A cada passo selecione o vértice u mais préximo, adicione-o a S, e
faca uma relaxagdo de todas as arestas de u.
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* Caminhos mais curtos em DAGSsS

= Tempo de Execucdo:

= ©(V+E) — necessitamos fazer apenas uma
relaxacdo para cada aresta, |V| vezes mais
rd” pido que o Bellman-Ford.
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* Algoritmo de Dijkstra

Parece muito com o algoritmo de Prim, mas computando d[v], e
usando os caminhos mais curtos como chave.
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i Algoritmo de Dijkstra

Dijkstra(G)

d[s] = 0; 10
S = J; 4
Q=V;

while (Q # @)
u = ExtractMin(Q);
S =S U {u};

i Algoritmo de Dijkstra

Dijkstra(G) Quantas vezes
d[s] = 0; ExtractMin() é chamada?
S = g;
Q = V: Quantas vezes

while (Q # @) DecraseKey() é chamada?

u = ExtractMin(Q);

for each v e u->Adj[] s=5 .
it (d[v] > d[ul+w(u,v)) Passo de U {u}:; )
divl = dLul+w(u.v); Relaxacéo for each v e u->Adj[]
Note: na &;;:Zade It (dIvl > dLul+w(u,v))
. d[v] = d[u]+w(u,Vv);
ﬁﬁ;ﬁzgj ;Ziznggclrjzzsel(ey@) O(E Ig V) usando heaIF:) k;lmério Ip:)a-i‘la Q.( )
Podemos obter O(V Ig V + E) com heaps de Fibonacci heaps,
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i Algoritmo de Dijkstra Algoritmo de Dijkstra
Dijkstra(G) Quantas vezes Dljziz;aieg.
d[s] = 0O; ExtractMin() é chamada? ’
s = @; S =@
Q=V; Quantas vezes Q=V;

while (Q # @) DecraseKey() é chamada?

u = ExtractMin(Q);
S =S U {u};
for each v e u->Adj[]
if (d[v] > d[u]+w(u,v))

dpv] = d[u]+w(u,v?;
Qual é o tempo de execucao total?
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while (Q # 9)
u = ExtractMin(Q);
S =S U {u};
for each v e u->Adj[]
ifT (d[v] > d[u]+w(u,Vv))
d[fv] = dLul+w(u,Vv);
Correcdo: devemos mostrar que quando u é

retirado de Q, ele ja convergiu.
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i Exemplo

u Vv

i Exemplo

u Vv
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i Exemplo i Exemplo
u v u v
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Exemplo

Correcao do Alg. Dijkstra

= Basta demonstrar o laco invariante : Ao inicio de cada
iteracdo do laco while, d[v] = 8(s,v) para todo v € S.
= Inicializagdo:
= Inicialmente, S = &, desta forma é trivialmente verdadeira.
= Terminagdo:
= Ao final, Q=@ = S=V =d[v] = §(s,u) para todo v e V.
= Manutencao:
= Temos que provar que d[u] = 3(s,u) quando u é adicionado a S em
cada iteracdo. Isso sera feito por contradi¢&o.
= Suponha que exista u tal que d[u] # &(s,u). Sem perda de
generalidade, seja u o primeiro vértice para o qual d[u] = 8(s,u)
quando u é adicionado a S.
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Exemplo Correcao do Alg. Dijkstra
u v
1 = ObservacgGes:
= U=#S, visto que d[s] = 3(s,s) = 0.
19 = Portanto, s € S, desta forma S = &.
6 = Deve existir algum caminho s —»P u, pois de outra
s forma d[u] = 8(s,u) = « pela propriedade da auséncia de
5 ' caminho.
~ = Desta forma, existe um caminho mais curto s —P u.
2 = Antes que u seja adicionado a S, o caminho p conecta
X y um vértice em S (i.e., s) a um vértice em V-S (i.e., u).
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i Correcao do Alg. Dijkstra

P2

= Sejay o primeiro vértice ao longo de p € V-S, e seja x
e S o predecessor de y.

= Decomponha p em s —P1 x —P2 u (poderiamos ter x =s
ou y = u, de forma que pl ou p2 ndo tivessem arestas.
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i Correcao do Alg. Dijkstra

= dly] = 5(s.y)
< 3(s,u)
< d[u] (propriedade do limite superior)

= Além disso, ambos y e u estavam em Q quando
escolhemos u, desta forma

= d[u] <d[y] = d[u] = d[y].

= Portanto, d[y] = d(s,y) = 8(s,u) = d[u].

= Isso contradiz a hipdtese que d[u] # 8(s,u).

= Portanto o algoritmo de Dijkstra esta correto.
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i Correcao do Alg. Dijkstra

= d[y] = 8(s,y) quando u é adicionado a S.
= Demonstracéo:
= X € Seué o primeiro vértice tal que d[u] = &(s,u)
guando u é adicionado S = d[x] = 5(s,x) quando x é
adicionado a S. Nesse passo é feito a relaxacéo de
(x,y), desta forma, pela propriedade da convergéncia,
dly] = 3(s.y).
= Podemos voltar a demonstragdo da corregdo e
obter uma contradi¢do para d[u] = 3(s,u).
= y esta no caminho mais curto s —P u, e todos 0s pesos
das arestas sdo ndo negativos = 3(s,y) < d(s,u) =
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i Algoritmo de Dijkstra

= Observe
= Passo de relaxagéo (linhas 10-11)
= Atribuicdo de d[v] modifica Q (necessita Decrease-Key)
= Semelhante ao algoritmo de Prim para MST.
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iempo de Execucdo do Alg. Dijkstra

= Tempo = |V|T(Extract-Min) + O(E)T(Modify-Key)
= Tempo = O(V IgV + E IgV) = O(E IgV)

Q T(ExtractMin) | T(ModifyKey) Total

array o) 0(1) O(V?)
binary heap |O(lg V) O(lg V) O(ElgV)
Fibonacci O(lg V) O(1) amortizado |O(V lgV +E )
heap
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i Proxima Aula

= Fluxo Maximo
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