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i Grafos: Defini¢cbes (1)

= Um grafo G=(V,E)
= V = conjunto de vértices
= E = conjunto de arestas = subconjunto de V x V
= Desta forma |E| = O(|VP)
= Em um grafo ndo direcionado:
= Aresta (u,v) = Aresta (v,u)
= Sem self-loops
= Em um grafo direcionado:.

= Aresta (u,v) vai do vértice u para o vértice v,
representado por u—v
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i Aula de Hoje

= Algoritmos Elementares em Grafos
= Busca em Grafos
= Aplicagdo
= Arvores Geradoras Minimas
= Algoritmo de Kruskal
= Algoritmo de Prim
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i Estrutura de Dados para Grafos

= Como podemos representar um grafo?

= Temos que armazenar 0s vértices e as arestas.
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i Representacdes para Grafos

n V= {1, 2, ..., n}
» Uma matriz de adjacéncias representa o
grafo como uma matriz A nx n:
= Afi,j] =1seaaresta (i, j) € E (ou peso da
aresta)
=0seaaresta(i,j) ¢ E

22/04/2005 5

i Grafos: Matriz de Adjacéncias

= Exemplo:

A w N >
o o o ofr
O O o K| N
- A = )
o o o o ~

= A O(\2)
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i Grafos: Matriz de Adjacéncias

= Exemplo:

w N P>

27
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i Grafos: Matriz de Adjacéncias

= A matriz de adjacéncias é uma
representacdo densa
= Utiliza muito espacgo para grafos grandes
= Pode ser muito eficiente para grafos pequenos
= Muitos grafos interessantes sdo esparsos

= Ex., grafos planares, temos |[E| = O(|V|)
(formula de Euler)
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i Representacdes para Grafos

= Uma lista de adjacéncia armazena para cada
vértice v € V uma lista dos vértices
adjacentes a
= Exemplo:
= Adj[1]= {2,3}
= Adj[2] = {3}
= Adj[3] = {}
= Adj[4] = {3}
= Lista de adjacéncias utiliza espaco O(V+E)
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Grafos: Defini¢cbes (2)

= Um grafo ponderado associa pesos as suas
arestas
= Ex., um mapa rodoviario: as arestas representam a

distancia

= Expressamos os tempo de execugdo em termos
de |[E| e |V|
= Se [E|~ |V} o grafo é denso
= Se |E| muito menor que |V? o grafo é esparso

= Dependendo do grafo (denso ou esparso) uma
estrutura de dados especifica pode ser mais
adequada.

= Matriz de Adjacéncias e Lista de Adjacéncias.
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i Aplicacoes

= Circuitos Eletrénicos, redes de distribuigdo
= Transporte e redes de comunicacédo

= Modelagem de todo tipo de relacionamento
(entre componentes, pessoas, processos,
conceitos)
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Algoritmos para Busca em Grafos

= Entrada: um grafo G = (V, E), direcionado ou néo

= Obijetivo: explorar de forma metddica toda aresta e todo
vértice

= Saida: construir uma drvore no grafo

= Escolha um vértice como raiz

= Escolha determinadas arestas para produzir uma arvore (pode ser
uma floresta se o grafo ndo for conexo)

Aplicacbes

Compiladores

Computagéo Gréafica

Maze-solving

Mapping

Redes: roteamento, busca, clustering, etc.
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i Busca em Largura (BFS)

= PRIM (MST) e Dijkstra (SSSP) usam
idéias parecidas.

= Uma Busca em largura “explora” os
componentes conexos de um grafo,
obtendo uma arvore geradora com
diversas propriedades.

= BFS em um grafo néo direcionado é
como descobrir a saida em um labirinto
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i Busca em Largura (BFS)

= Associamos cores aos vértices para guiar o
algoritmo
= Vértices brancos ainda ndo foram descobertos
= Todos vértices comegcam com branco
= Vértices cinzas estdo descobertos mas ndo totalmente
explorados
= Podem ser adjacentes a vértices brancos
= Vértices pretos estdo descobertos e totalmente
explorados
= Somente sdo adjacentes a vértices pretos ou cinza
= Explore os vértices varrendo a lista de
adjacéncias dos vértices cinza
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i Busca em Largura (BFS)

= Atribua a distancia 0 ao vértice inicial s.

= Na primeira rodada, a corda é desenrolada com 1.
unidade de comprimento (aresta), e todas os vértices
que estdo a apenas uma aresta de distancia da &ncora
sdo visitados (descobertos), e atribuidos distancias 1

= Na segunda rodada, todos 0s novos veértices que podem
ser atingidos com uma corda de 2 unidades de
comprimento (2 arestas) s&o visitados e recebem
distancia 2

= O algoritmos continua até que todo vértice tenha um
rétulo

= O rétulo de qualquer vértice v corresponde ao
comprimento do menor caminho (em termos de arestas)
desav
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* Algoritmo BFS

BFS(G,S)

01 for each vertex u e V[G]-{s} R

02 color[u] « white Inicialize todos
03 dIu] « = vértices

04 nfu] « NIL

05 color[s] « gray IR

06 d[s] < 0 Inicialize BFS
07 n[s] « NIL com s

08 0 « {s

Visite todos
filhos de u
antes de visitar
qualquer filho

de um filho
17 Dequeue(Q)
18 color[u] « black
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u
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Busca em Largura: Exemplo

ﬂﬂ?@

Q:[w]r]
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u
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Busca em Largura: Exemplo

ﬂ/ﬁ

Q:[r [ e ]x]
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u

&

v w X y

Snnn
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u

&

v w X y

Q:[v]u]y]

22/04/2005 23

i Busca em Largura: Exemplo

r S t u

&

v w X y

Q: [x[v]u]
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u

°

v w X y

Q:[u]y]
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u
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i Tempo de Execucéo da BFS

= Dado um grafo G =(V, E)
= Inicializacio do algoritmos utiliza tempo O(V)
= Vértices sdo enfileirados se possuem cor branca
= Assumindo que enfileirar e desenfileirar toma tempo
O(1) o custo total desta operagéo é O(V)
= A lista de adjacéncias de um vértice s6 € varrida
guando um vértice é desenfileirado
= A soma dos comprimentos de todas as listas é O(E).
Consequientemente, é necessario um tempo de O(E)
para varrer todas as listas.
= Tempo total de execugdo é O(V+E) (linear no
tamanho da representacdo de G)
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i Busca em Largura: Exemplo

r S t u

o0

Q @
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i Correcao da Busca em Largura

= Veja no Livro.
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Propriedades da BFS

= Dado um grafo G = (V, E), BFS descobre todos
0s vértices que sao atingiveis a partir de
um vértice fonte s

= O algoritmo computa:
= a menor distancia a todos os vértices atingiveis
= a arvore de largura gque contém esses vértices

= Para qualquer vértice v que pode ser atingido a
partir de s, o caminho na arvore em largura de s
a v, corresponde ao menor caminho des av
em G
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Busca em Profundidade (1)

= Uma busca em profundidade (DFS) em um grafo
ndo direcionado G é como buscar uma saida num
labirinto com uma corda e com uma lata de tinta

= Comecamos no Vértice s, amarrando a ponta de nossa corda

(em s) e pintando s “visitado (descoberto)”. Depois rotulamos s

como nosso Vértice corrente chamado u

Depois, caminhamos através de uma aresta arbitraria (u,v).

Se a aresta (u,v) nos leva a um vértice ja visitado v retornamos

au

= Se o vértice v néo foi visitado, desenrolamos nossa corda,
movemos para v, pintamos v “visitado”, e atribuimos v como
sendo nosso Vvértice corrente, e repetimos 0s passos anteriores
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Arvore de Busca em Largura

= Subgrafo Predecessor de G
G, =(V..E)
V. ={veV :nv]= NIL}U{s}
E,={(nlvl,v)eE:veV, —{s}}

= G, € uma arvore de busca em largura
= V_consiste dos vértices atingiveis a partir de s, e

= Paratodov e V,, existe um Gnico caminho simples de s avem G,
que também o menor caminho de savem G

= As arestas em G, sdo denominadas arestas da arvore
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Busca em Profunfidade (2)

= Eventualmente, atingimos um ponto onde todas arestas
incidentes em u levam a vértices visitados

= Entdo a busca anda para tras (backtrack) desenrolando
nossa corda a um vértice previamente visitado v. Entdo v
torna-se nosso vértice corrente e repetimos 0s passos
anteriores

= Entdo, se todas as arestas incidentes em v levam a
vértices visitados, fazemos um backtrack como foi feito
anteriormente. Continuamos o backtrack através do
caminho que ja foi percorrido, procurando e
explorando arestas ainda nao exploradas, e repetindo o
procedimento
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i Algoritmo DFS (1)

= Inicialize — pinte todos vértices com branco

= Visite cada (todos) vértice branco usando
DFS-Visit

= Cada chamada para DFS-Visit(u) enraiza uma nova
arvore de uma floresta de profundidade em um
vértice u

= Um vértice é branco se ele ndo foi descoberto

= Um vértice & azul se ele foi descoberto mas algum
de seus vértices adjacente ainda nao foi
descoberto

= Um vértice € preto apds todos os seus vértices
adjacentes serem descobertos.
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Algoritmo DFS (3)

= Quando DFS termina, todo vértice u recebe
= Um tempo de descoberta d[u], e um tempo de
término flu]
= Tempo de Execucio
= Os lagos 1-3 e 5-7 em DFS utilizam tempo ©(V)
cada, excluindo o tempo para executar DFS-Visit
= DFS-Visit é chamado exatamente uma vez para
cada vértice
= somente é chamada em Vvértices brancos, e
= pinta o vértice de cinza imediatamente
= Durante a execu¢do do DFS-Visit 0 laco 4-7 é
executado |Adj[v]| e pelo fato que Z Adjlvl|= ©(E)
= O tempo de execugédo do DFS é @(V+E)
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i Algoritmo DFS (2)

DFS(G)
01 for each vertex u e V[G]
02 color[u] « white

Inicialize todos

03 =[u] « NIL vértices
04 time « O

DFS-VISIT(u)
01 color[u] « gray
02 time « time+l

03 d[u] « time -
Visite todos
filhos
recursivamente

08 color[u] « black

09 f(u) « time

10 time « time + 1
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i Subgrafo Predecessor

= Um pouco diferente da definicdo de BFS

G.=(V,E)
E.= {(n[v],v) eE:veV and n[v] # NIL}

= O subgrafo PD subgraph de uma busca em
profundidade forma uma floresta de
profundidade composta de diversas arvores de
profundidade

= As arestas em G_s@o chamadas arestas de
arvore
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

)
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i Exemplo DFS

d f
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i Exemplo DFS

d f
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i Exemplo DFS
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i Exemplo DFS

d f
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i Exemplo DFS
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i Exemplo DFS

i Exemplo DFS
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i Exemplo DFS

i Exemplo DFS
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i Exemplo DFS
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i Classificacdo das Arestas

Arestas de arvore
d f

Arestas de avango
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i Classificacdo das Arestas

= DFS introduz uma importante distin¢gdo entre
as arestas do grafo original:
= Aresta de adrvore: encontra novo vértice (branco)
= Aresta de retorno. de descendente para ancestral
= Aresta de avango: de ancestral para descendente

= Aresta de cruzamento: entre uma arvore ou
subarvores
= De um vértice cinza para um vértice preto

54
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Aplicacéao

= Tempos de descoberta e término tem um
estrutura de parénteses.
= represente descoberta de u com parénteses
esquerdo "(u"
represente término de u com parénteses direito "u)"
Histoérico das descobertas e términos exibem uma
expresséo bem construida (parénteses estdo
corretamente aninhados)
Intuicdo para demonstragdo: quaisquer dois
intervalos ou séo disjuntos ou um contém o
outro
= Intervalos que se sobreponham significaria
finalizando ancestral antes do descendente ou
comecando descendente sem comecar o ancestral
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i Aplicacao i Arvore Geradora Minima

v z & 1] . <
» Quals arestas formam a arvore geradora

minima (MST) do grafo abaixo?

"
—_— e g

Eq:_::
Z

-
b )
[ J—

J p——
b ——
[ —
[ —
"

]
L
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i Arvore Geradora Minima i Arvore Geradora Minima

= Uma drvore geradorade G = (V, E) e uma
fungdo W: E — R é um subgrafo que
= € uma arvore
= contém todos vértices de G

» Uma drvore geradora minima (MST) é uma
arvore geradora que minimiza

wT)= Y w(u,v)
(u,v)eT

= Ou seja, encontrar uma arvore geradora usando
arestas que minimizem o peso total

= Resposta:
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*&rvore Geradora Minima

= Algumas propriedades de uma MST:
= Tem |V| - 1 arestas.
= N&o tem ciclos.
= Pode néo ser Unica.
= Construindo uma solucéo
= Vamos construir um conjunto A de arestas.
= Incialmente, A ndo tem arestas.

= A medida que adicionamos arestas em A, mantemos
um invariante do lago:
= Invariante do Lago: A é um subconjunto de alguma MST
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* Encontrando uma Aresta Segura

= Como encontramos arestas sequras?

Vamos analisar um exemplo. Aresta (c,f) tem o
menor peso entre todas as arestas do grafo. Ela
é segura para A = J?

Intuitivamente: Seja S < V qualquer conjunto de
vértices que inclui ¢ mas ndo inclui f (tal que f
estd em V —S). Em qualquer MST, deve haver
uma aresta (pelo menos uma) que conecta S com
V —S. Porgue ndo escolher a aresta com peso
minimo?

= Neste caso, podemos escolher (c,f).
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* Algoritmo MST Genérico

= Adicione somente arestas que mantenham o invariante.
Se A é um subconjunto de alguma MST, uma aresta (u,v)
é uma para A se e somente se AU {(u,v)} é também um
subconjunto de alguma MST. Aresta Segura é uma
aresta que nao destréi a propriedade de A. Desta forma
s adicionamos arestas seguras.
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* Arvore Geradora Minima

= Um corte (S, V - S) de um grafo nédo

direcionado G=(V, E) é uma particéo de V.

Uma aresta atravessa o corte (S, V —S) se um

de seus pontos finais esta em S e o0 outro em

V-S.

= Um corte respeita um conjunto de arestas A
se nenhuma aresta de A atravessa o corte.

= Uma aresta leve é uma aresta que atravessa
um corte se seu peso & minimo
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Arvore Geradora Minima

= Teorema: Seja A um subconjunto de alguma MST,
(S, V-S) um corte que respeita A, e (u,v) uma aresta
leve cruzando (S, V-S). Entéo (u,v) é segura para A.

= Demonstracéo:

= Seja T uma MST que inclui A.

= Se T contém (u, v), OK.

= Vamos agora assumir que T ndo contém (u, v). Vamos
construir uma MST T diferente que inclui A U {(u, v)}.

= Uma arvore tem um caminho Gnico entre cada par de
vértice. Visto que T é uma MST, ela contém um caminho
Unico p entre u e v. O caminho p deve cruzar o corte (S, V -
S) pelo menos uma vez. Seja (x, y) uma aresta de p que
cruza o corte. Como a aresta (u, v) é uma aresta leve,
temos que w(u, v) <w(X, Y).
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Arvore Geradora Minima

= Demonstracéo: (cont.)
= Para formar T’ a partir de T:

= Remova (X, y). Divide T em duas componentes.

= Adicione (u, v). Reconecta T.
Desta forma T =T — {(x, y)} U {(u, V)}.
T’ é uma arvore geradora.
W(T”) =w(T) - w(x,y) +w(u,v).

<w(T).

visto que w(u,v) <w(x,y). Visto que T’ é uma arvore geradora,
w(T") <w(T), e T é uma MST, entdo T’ deve ser uma MST.
Temos que mostrar que (u,v) é segura para A:

= AcTe(xy)gA=ACT.

= AU {(uv)}cT!

= Visto que T" é MST, (u,v) é segura para A.
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Arvore Geradora Minima

= Demonstracéo: (cont.)
= Exceto pela aresta pontilhada (u,v) todas as arestas mostradas
estdo em T. A é algum subconjunto de arestas de T, mas ndo
pode conter nenhuma aresta que atravesse o corte (S, V -5),
visto que este corte respeita A. As arestas sombreadas
formam o caminho p.
= Visto que o corte respeita A, a aresta (x, y) ndo esta em A.
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Arvore Geradora Minima

= No algoritmo genérico MST:
= A é uma floresta contendo componentes conexos. Inicialmente
cada componente é um Unico vértice.
= Cada aresta segura une dois desses componentes em um.
Cada componente é uma arvore.
Visto que uma MST tem exatamente |V| - 1 arestas, o lago for
é repetido |V| - 1 vezes. Equivalentemente, ap6s adicionar |V|
- 1 arestas, temos uma Unica componente.
= Corolario: Se C=(V., Ec) € um componente conexo
numa floresta G, = (V,A) e (u,v) € uma aresta leve
conectando C a algum outro componente em G,, entéo
(u,v) é segura para A.
= Isto naturalmente leva ao algoritmo de Kruskal para
resolver o problema da arvore geradora minima.

22/04/2005 68




i Algoritmo de Kruskal

= G=(V,E) é um grafo ndo direcionado, conexo, com peso
nas arestas. w: E —» R.

= Inicie com cada vértice sendo seu proprio componente.

= Repetidamente junte dois componentes num (nico

adicionando a aresta mais leve que conecta-os (i.e., a

aresta mais leve atravessando o corte entre os

componentes).

Escolha as arestas na ordem crescente de peso.

O algoritmo mantém A —uma floresta de arvores. Uma

aresta € aceita se ela conecta vértices de arvores

distintas

Utilize uma estrutura de dados de conjuntos disjuntos

para determinar se uma aresta conecta vértices em

componentes diferentes.
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=g;

2 for cada v € V do

3 Make-Set(Vv);

4 ordene E em ordem crescente de peso w
5 for cada (u,v) € E (em ordem) do

6 if FindSet(u) # FindSet(v)

7 then A « A U {{u,v}};

8 Union(u,Vv);

9 devolva A
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i Conjuntos Disjuntos

= Make-Set(x): faga um novo conjunto S;= {x}, e
adicione S;a S.

= Union(x,y): sex € S,,y € S
S« S-5,-5,U{S,US;}.
= O representante do novo conjunto é qualquer membro

de S,US,.

= Destrua S, e S, (os conjuntos devem ser disjuntos).

= Find-Set(x): retorne o representante do conjunto
contendo x.

v entao
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=d;

2 for cadav € Vd

3 Make-Set(Vv);

4 ordene E em ordem crescente de peso w
5 for cada (u,v) € E (em ordem) do

6 if FindSet(u) # FindSet(v)

7 then A « A U {{u,v}};

8 Union(u,V);

9 devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)
1 A=g;
Z{for cada v € V

3 Make-Set(Vv);
4 *Ordene E por ordem crescente de peso w
5 for cada (u,v) € E (em ordem) do

6 if FindSet(u) # FindSet(v)
7 then A « A U {{u,v}};
8 Union(u,Vv);

9 devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V

3 Make-Set(Vv);

4 ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=0;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4{ ordene E em ordem crescente de peso w
5 for cada (u,v) € E (em ordem) do

6 if FindSet(u) # FindSet(v)
7 then A « A U {{u,v}};
8 Union(u,Vv);

9 devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(v) ]

4 ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,Vv}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for each v € V
3 Make-Set(Vv);

4 sort E by nondecreasing order by weight w
5 (for each (u,v) € E (in sorted order) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
return A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

ruskal (V,E,w)
A= @;
for cada v € V
Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w

K 9
1
2
3
4
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6
7
8
9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)

1 A=;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do
6

7

8

9

if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

K
1
2
3
4
5
6
7
8
9

ruskal (V,E,w)

A= @;
for cada v € V

Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w
for cada (u,v) € E (em ordem) do

if FindSet(u) # FindSet(v)

then A « A U {{u,Vv}};
Union(u,Vv);

devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

K
1
2
3
4
5
6
7
8
9

2 M\ 19

ruskal (V,E,w) 8

A= @;
for cada v € V

Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w
for cada (u,v) € E (em ordem) do

if FindSet(u) # FindSet(v)

then A « A U {{u,Vv}};
Union(u,Vv);

devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

K
1
2
3
4
5
6
7
8
9

ruskal (V,E,w)
A= @;
for cada v € V
Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w
for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);

devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

K
1
2
3
4
5
6
7
8
9

ruskal (V,E,w)

A= @;
for cada v € V

Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w
for cada (u,v) € E (em ordem) do

if FindSet(u) # FindSet(v)

then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);

devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)
1 A=0;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5

6

7

8

9

for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,Vv}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)
1 A=0;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5

6

7

8

9

for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,Vv}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)
1 A=0;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5

6

7

8

9

for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal

Kruskal (V,E,w)
1 A=0;

2 for cada v € V
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5

6

7

8

9

for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);
devolva A
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i Algoritmo de Kruskal
ruskaI(V E,w) J~\\\\\\\ |
A= @;
for cada v € V do a”’

K
1
2
3 Make-Set(Vv);

4 Ordene E em ordem crescente de peso w
5 (for cada (u,v) € E (em ordem) do

6 if FindSet(u) # FindSet(v)

7 then A « A U {{u,v}};

8 Union(u,Vv);

9 devolva A
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Fﬂregéo do Algoritmo de Kruskal

= O algoritmo de Kruskal produz uma MST
para T:

= Assuma que o algoritmo néo esté correto: o
resultado ndo é uma MST

= Entdo o algoritmo adiciona uma aresta errada
em algum ponto

= Se ele adiciona uma aresta errada, deve existir
uma aresta com peso menor

= Mas o algoritmo escolhe a aresta de menor
peso em cada passo. Contradicdo
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i Algoritmo de Kruskal
ruskal(v E,w) J\ |
A= @;
for cada v € V Aq a”’

Make-Set(Vv);
Ordene E em ordem crescente de peso w
for cada (u,v) € E (em ordem) do
if FindSet(u) # FindSet(v)
then A « A U {{u,v}};
Union(u,Vv);

©Co~NoOOa~WNE X

devolva A
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Conjuntos Disjuntos Como Listas

= Cada conjunto — uma lista de elementos identificada pelo
primeiro elemento, todos elementos na lista apontam para o
primeiro elemento

Make-Set(v): O(1)

Find-Set(v): O(1)

Union(u,v) — adiciona a lista menor na maior

Union(u,v): O(min{|C(u)|, |C(v)|}). Pode sem menor (cu(n)).

mERnE RN -5
ji= il endlie
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DB 5




iempo de Execuc¢éao do Alg. Kruskal

Inicializagdo: tempo O(V)

O(V) chamadas para Make-Set

Ordenacdo das arestas O(E Ig E) = ©(E Ig V)
O(E) chamadas para Find-Set € Union

Custo de cada Union

= Seja t(v) — 0 nimero de vezes que v é movido para um
novo cluster

= Cada vez que um vértice € movido para um novo
cluster o tamanho do cluster contendo o vértice pelo
menos dobra: t(v) <lgV

Tempo total gasto na Union: 2.tV <V |Ig|V |
Tempo total: O(E Ig V) "
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i Proxima Aula

= Arvore Geradora Minima

= Algoritmo de Prim

= Caminhos mais Curtos

= Algoritmo de Bellman-Ford
= Algoritmo de Dijkstra
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