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Estrutura de Dados para Conjuntos Di

® Seja S ={si,s9,...,s,} conjunto de conj. disjuntos

» Cada s; tem um representante = € s; que identifica s;

# Qualquer método de escolha de = serve, desde que 0
representante ndo mude se s; ndo muda

Operacodes

#® Make_Set(z): Cria um novo conjunto cujo unico
elemento é «

# Union(z,y): Cria um conjunto que é a unido dos
conjunto contendo z e y, digamos s, s,. Supomos que
sz N'sy =0. s, e s, s80 destruidos. Um elemento é
escolhido como representante da uniao

# Find_Set(z): devolve um apontador para o

representante do Unico conjunto contendo z.
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Estrutura de Dados para Conjuntos

Complexidade sera medida em fungéo:

#® n numero de operacoes Make_Set

# m numero total de operagdes Make_Set, Union e
Find_Set

® Obs.1:m>n
# Obs.2: Numero de Op. Union <n —1

Exemplo: Determinar as componentes conexas de um
grafo G = (V, E)

Def.: Componente conexa: Subgrafo conexo maximal de G
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Componentes conexas

Componentes_Conexas(G)
1. for Cadav eV do
2:  Make_Set(v)
3: for cada aresta (u,v) € E do
4:  if Find_Set(u)#Find_Set(v) then
5: Union(u, v)

Mesma_Componente(u, v)

1: if Find_Set(u)=Find_Set(v) then
2: devolvaT

3: else

4: devolvaF
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Implementacao por listas ligadas

e 1
O b ﬁd ﬁa T)C
oy |
Del g ﬁf

® Make Set, Find_Set:
b e e SA0 0S representantes
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Implementacao por listas ligadas

# Union(x,y): concatena a lista de x no final da lista de y.

E necessario atualizar os apontadores para os
representantes da lista contendo =

Implementacao por listas ligadas

Sequéncia de m operagbes requer O(m?)
Make Set(z)

Make_Set(z,)
Union(x1, x2)
Union(xg, 333)

Union(:cn_l, Tn)
Obs.: m=2n-1

Melhoria: Na unido concatena a lista menor no final.
E necessario manter contadores nos representantes
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Implementacao por listas ligadas
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Teorema Usando a melhoria anterior, uma seqiiéncia de
m operacoes, sendo n delas Make_Set, é feita tem tempo
O(m +nlgn)

Prova: Considere um elemento x. Quantas vezes o
apontadore de z para seu representante pode ser
atualizado?

Cada vez que houver uma atualizag¢éo, o conj. contendo =
pelo menos dobra de tamanho. Portanto o apontador pode
ser atualizado no maximo [ign] vezes. Assim, tempo total
para op. Union é O(nlgn).

Como Make_Set e Find_Set s&o feito em tempo O(1) e
existem O(m) delas, o tempo do algoritmo é O(m + nlgn)
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Implementacao por Florestas disjunta

A raiz da arvore é o representante

® Make Set: arvore com um né
# Find_Set: percore a arvore até a raiz

e - o) ie)
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Implementacao por Florestas disjunta

# Union: a raiz de uma arvore passa a apontar para a
raiz da outra

bQ  Union hQ jQ
ao/\d e v ZI

INPANY
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Melhorias

Melhoria 1 : Unido por rank
Melhoria 2 : Compressao de caminho
Rank: inteiro, limitante superior na altura de x

Melhorias
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Melhoria 1 : Unido por rank
Melhoria 2 : Compressao de caminho
Rank: inteiro, limitante superior na altura de z

Kiik

Find
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Algoritmos

Make_Set(x)

10 plx] ==

2: ranklx] =0
Find_Set(z)

1: if plz] # = then

2:  plz] =Find_Set(p[x])
3: devolva p[z]

Union(z, y)
1: Link(Find_Set(z),Find_Set(y))
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Algoritmos
Link(x, y)
1: if rank[z] > rank[y] then
2. plyf ==
3: else
4 plel=y
5:  if rank[z] = rankly| then
6: rankly] = rankly] + 1

Vamos mostrar que o tempo de processamento de m
operacdes com as melhorias é O(mlg* n)

15V n=n
1g® n = 1g(1g™ Y n)
lg* n = min{k > 0/lg®)n < 1}
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Prorpiedades dos Ranks

Lema 22.2 Qualquer z, rank[z] < rank[p[z]], com
desigualdade estrita se x # p[z]. O valor de rank[z] inicia
com 0 e aumenta até que x # p[z|. A partir dai rank[z] ndo
muda.

Prova: Inducgédo no no. de operagdes (Exerc.)

Seja size[z] 0 no. de nés da arvore com raiz .
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Propriedades dos Ranks

Lema 22.3 Qualquer raiz z, size[z] > 2renkl]
Prova: Indugdo no no. de operagdes Link.
Base 0 Links: rank[z] = 0 e a arvore s6 contém x

P.l. Pela HI size[z] > 279kl#] @ size[y] > 2ranklyl,
Caso rank|x] # rank[y]. SPG, supor rank|[z] < rank[y].

size'ly] = sizely] + size[z]
> 27‘ank[y] + 27‘ank[:1:]
_ 2rank'[y]

CaSO Tank:[x] = rank[y]:
size![y] > 2renkly] 4 grankla]

_ 27‘ank[y]+1

_ 2rank/ [y]
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Propriedades dos Ranks

Lema 22.4 Qualquer r > 0, inteiro hd no maximo J- nds
de rank r.

Prova: Fixe um valor de r. Cada = com rank[z] = r,
associamos pelo menos 2" nés: os nés que estavam na
arvore de raiz  quando rank[z] se tornou r. Note que cada
elemento y fica associado a no maximo um né x, qualquer
novo ancestral de y tera rank pelo menos r + 1.

Portanto, temos no maximo g nos de rank r.

Corolario 22.5 Cada né tem rank no maximo |lgn]|.

Prova: Caso algum né tenha rank > [lgn|, pelo Lema tera
s < 1 nés. Absurdo.
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Propriedades dos Ranks

Lema 22.6 Converta uma sequiéncia S’ de m’ operagoes
Make_Set, Union e Find_Set em uma sequéncia S de m
operacdes Make_Set, Link e Find_Set, tranformando cada
Union em duas Find_Set e uma Link. Se S é executada em
tempo O(mlg*n), S' é executada em tempo O(m'1g" n).

Prova: Como m < 3m/, tempo O(m1g* n) para S implica em
tempo O(m/1g" n) para 5.

Teorema 22.7 Uma seqiiéncia de m operagoes
Make_Set, Link e Find_Set, n das quais sdo Make_Set,
sdo executadas em tempo O(m1g" n) numa floresta disjunta
com unido por rank e compressao de caminhos

Prova: Andlise amortizada. Make_Set e Link tem custo
amortizado O(1).
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Analise Amortizada do Find_Set

Particione os nés em blocos de acordo com o rank:
elemento de rank r esta no bloco Ig* r.

,

—1 se j——1
se j=0

2
22 }]
2 se j>2
Obs. ultimo bloco € 1g* n — 1, pois rank maximo é |lgn|
Entao, o j° bloco, j =0,1,...,lg*n — 1, consiste do conj. de
nésderank {B(j —1)+1,...,B(j)}
Para uma op. Find_Set vamos usar dois tipos de custo: tipo

—_bloco e tipo caminho.

Aula 16 -p. 19

Analise Amortizada do Find_Set

Suponha que o caminho do Find_Set consiste de zg, 21, . . ., z;, onde 0 nd
x; = plri—1] € x; é araiz.

Paraj =0,1,...,lg*n — 1, atribuimos um custo tipo bloco ao ultimo né
com rank no bloco j do caminho e também ao n6 z;_;. Para cada n6 sem
custo tipo bloco atribuimos um custo tipo caminho.

Total de custo tipo blocos: No maximo lg*n + 1 custo tipo bloco pro
Find_Set. Como o total destas operagdes ¢é limitado por m, o total de
custo blocos é O(m1g* n)

Total de custo tipo caminho: Uma vez que um né x (x #raiz e « #filho da
raiz) recebe um custo tipo bloco ele nunca mais recebe um custo tipo
caminho: rank[z] permanece constante e a diferenga rank[p[z|]-rank[z] sé
pode aumentar.

Portanto, « sempre tera custos tipo blocos dai até o final das operagées.
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Analise Amortizada do Find_Set

Se um no z recebe um custo tipo caminho entéo p[z] # « antes da
compressao. Portanto p[z] mudara apés a compressao. Ademais, 0 novo
pai de x tera um rank maior do que o do seu velho pai. Quantas vezes
isto pode ocorre?
Este nimero é maximo quando « tem o menor rank do bloco, isto é,
B(j — 1) + 1. Seus pais teriamrank {B(j — 1) + 2, ..., B(j)}. Portanto
cada n6 pode ter custo caminho B(j) — B(j — 1) — 1 vezes.
Seja N(j) o no. de n6s com rank no bloco j. Entéo
B(j) n
N Y 5
r=B(j—1)+1
j=0, N0)<n

B(j)—B(i—1)—-1 1 n
]ZLN(J)SW ESW

1=0

Portanto N (j) < 557 paratodo j > 0
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Analise Amortizada do Find_Set

Seja P(n) o total de custo tipo caminho

Ig*n—1
PO S Y (B - BG-1)-1)
5=0
lg"n—1
< jz:% WBU)
=nlg'n

Portanto, o total de custo durante as operac¢des Find_Set é
O(mlg* n) pois n < m. Segue o teorema.

Aula 16 - p. 22



	Estrutura de Dados para Conjuntos Disjuntos
	Estrutura de Dados para Conjuntos Disjuntos
	Componentes conexas
	ImplementaÃ§Ã£o por listas ligadas
	ImplementaÃ§Ã£o por listas ligadas
	ImplementaÃ§Ã£o por listas ligadas
	ImplementaÃ§Ã£o por listas ligadas
	ImplementaÃ§Ã£o por Florestas disjuntas
	ImplementaÃ§Ã£o por Florestas disjuntas
	Melhorias
	Melhorias
	Algoritmos
	Algoritmos
	Prorpiedades dos Ranks
	Propriedades dos Ranks
	Propriedades dos Ranks
	Propriedades dos Ranks
	AnÃ¡lise Amortizada do Find_Set
	AnÃ¡lise Amortizada do Find_Set
	AnÃ¡lise Amortizada do Find_Set
	AnÃ¡lise Amortizada do Find_Set

