Método Agregado

Numa seqléncia de n operacdes teremos tempo de pior

caso 7'(n) no total.
Aula 15 O Custo amortizado, por operagdo é T'(n)/n.
Analise Amortizada Operacdes em pilhas : S| = s

Prof. M Aurélio Stef .
rof. Marco Aurdlio Stefanes # Empilha(s,z) : coloca z em S - Tempo O(1)

e et ufms b/ T marco # Desempilha(S, x) : retira o topo de S - Tempo O(1)
# Multi_desempilha(s, k) : realiza o Desempilha & vezes -
Tempo O(min{k, s})

Custo de n operacées Empilha e Multi_desempilha
partindo de uma pilha vazia?
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Analise Amortizada Método Agregado
» O tempo exigido para realizar um conjunto de # No pior caso, Multi_desempilha é tempo ©(n).
operagdes em uma estrutura de dados é ponderado s Com n operagdes temos O(n?)

sobre todas as operacdes executadas.
# Agora, note que

» Nao ha pr ili nvolvi . ;
aohap Obal? dade envolvida | » No. de vezes que o Desempilha é executado: no
# Analise amortizada da o tempo médio de cada maximo o no. vezes que o Empilha é executado.
operagao no pior caso s Empilha é executado no maximo n vezes
# Ha trés métodos para fazer Analise amortizada: s Portanto, o custo total das n operagdes no pior caso
Agregado, Contagem e Potencial. € O(n)

» Custo amortizado (1) por operagéo (Distribui o custo
total por todas as operacdes)

Aula 15-p. 2 Aula15-p.4



Método Agregado

# Contador Binario
» Vetor A[0..k — 1] de bits (A[i] € {0,1})

» Contador comeca com z = 0 e é incrementado de uma
unidade n vezes

Algoritmo Incrementa(A)
1=20
while Afi] = 1do
Ali]=0
1=1+1
Alil =1

ahwn 2
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Método Agregado

» Custo de cada incremento no pior caso € ©(k)
» Com n incrementos temos O(nk)
» Note que

» A[0] muda a cada incremento

s A[l] muda a cada 2 incrementos

s A[i] muda a cada 2¢ incrementos

Total de vezes que os bits sédo alterados
[lg n] n 00 1
=0 =0
Portanto: seq. de n incrementos tem custo O(n). O Custo
amortizado por operagao € O(1)
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Método de Contagem

Operacgdes com pilhas - Custo real

» Empilha(s,z) : 1
#® Desempilha(s,z) : 1
# Multi_desempilha(sS, k) : min{k, s}

Custo Amortizado - diferente para cada operacao
» Empilha(s,z) : 2

#® Desempilha(s,z) : 0

» Multi_desempilha(s, k) : 0
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Analise por Contagem

#® Quando um elemento € empilhado o custo é 1 real de
gasto e sobra 1 real de crédito.

Cada elemento na pilha tem crédito de 1

# Quando o elemento € desempilhado, a operagao €
paga com o crédito do elemento. Tanto no Desempilha
quanto no Multi_Desempilha

# Cada desempilha é pago com antecedéncia. O total de
crédito nunca é negativo

# Para uma seq de n operagdes o total do custo
amortizado é um limitante superior do custo real

» Como o custo total é O(n), o custo real é O(n)

°
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Contador Binario - Método de Contage

o o o o ©

alterar bit de 0 para 1 1 Custo Real
alterar bit de 1 para 0 1

alterar bit de 0 para 1 2 Custo Amortizado
alterar bit de 1 para 0 0

Cada bit com valor 1 tem um crédito de 1 associado.
Cada chamada do Incrementa tem custo amortizado 2,
pois somente um bit é alterado de 0 para 1

O Crédito total para qualquer configuragédo € nao
negativo, Portanto, o custo amortizado € O(n) e limita o
custo real total.
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Método potencial

¥

Estrutura inicial Dy, onde n operac¢des sao realizadas, resultando em
uma seqléncia Dy, Dy, Ds, ..., D,

Seja C; o custo real da i-ésima operacao.

Uma fungéo potencial, atribui a cada estrutura D; um no. real ®(D;)

O Custo amortizado da i-ésima operagao é definida por:
Ci=Cy + ®(D;) — ®(D;_1)

Custo amortizado total

n

Z Ci= Z(Ci + ®(Di) — ©(D;-1))

= Ci+®(Dy) — ®(Dy)

Se ®(D,,) — ®(Dy) > 0, entdo .7, C; é um limitante superior para o
custo real
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Método potencial - Pilhas

o o o 0 0

o

®(D;):= No. de elementos na pilha

®(Dy) = No. de elementos no inicio

®(D,,) = No. de elementos no final

Neste caso, ®(D,,) — ®(Dy) >0

Custo amortizado do empillha: ®(D;) — ®(D;—1) =1

Ci=1+1=2

Multidesempilha: ¥’ = min{k, s} onde s = |D;_1|
®(D;) — ®(Di1) = —K

Ci=0C; + @(DZ) — (I)(Di—l) =k -k =0

O custo amortizado de cado operagédo é O(1) e
portanto o custo amortizado total € O(n).
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Método potencial - Contador Binaric

¥ ]

o o o o 0o @ ©

°

®(D;) = b(i), o numero de valores 1 no contador depois
de i operagdes INCREMENTA

Custo real do i-ésimo INCREMENTA: Se ha t; bits
reinicializados, o custo € no maximo ¢; + 1

Custo amortizado do INCREMENTA

Caso b; = 0temos b;_1 = t; = k, k no. de bits de A
Casob; >0temos b, =b; 1 —t; +1

Em ambos os caso: b; <b;_1 —t; + 1

O(Dg) — ®(Ds_1) < (g —ti+1) — by =1—t

Entéo o custo amortizado é:
C;=C; + @(DZ) — (I)(Di_l) < (ti + 1) + (1 — ti) =2

Como ®(D;) > 0 e o custo amortizado por operacao €
O(1), portanto o custo amortizado total é O(n).
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Método potencial - Ordenacao

Def.: Uma seq. tem k elementos fora de ordem se a
remocao de k elementos

Problema: Analisar o algoritmo de insergdo numa
sequéncia de n elementos com k deles fora de ordem

® Seja A= (aj,as,...,a, aseq. dada.

o

o o o @

Dy = A, D; a seq. depois da inser¢cao no i-ésimo
elemento

Para cada seq. B defina s;(B) =1

Si(B) = Hbj S B’(bj >b;ej <i) ou (bj <bej> Z)
Potencial de B: ¢(B) = 2@1 si(B)/2

®(D,,) = 0: D, é a seq. ordenada
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Método potencial - Ordenacao

o

| I )

Se i| B(i) esta fora de ordem, s;(Dy) <n —1
Se i| B(i) ndo esta fora de ordem, s;(Dy) < k

Existem k elementos fora de ordem e n-k elementos em
ordem, portanto

O(Dp) =k(n—1)+ (n—k)k <kn
Vamos calcular ®(D;) — ®(D;—_1)

Suponha que o elemento «; anda t; posigdes a esq até
encontrar sua posicao correta.

Entao q)(DZ) — @(Difl) = —t;
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Método potencial - Ordenacao

» Custo amortizado C; = ¢; — ®(D;) — ®(D;_1)
=t+1—-t; =1

® Seque que

ZCZ- <kn+n
i=1

» Concluimos que o custo total do Insertion é O(kn)

Aula 15-p. 15
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