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Método de Programacao Dinamica

Aplicavel a alguns problemas de otimizagcéo

Combina solugdes de subproblemas

Subproblemas nao sao independentes

Método tabular

Para usar Programagao Dinamica devemos

s (P1) Caracterizar a estrutura da solugao 6tima

» (P2) Definir recursivamente o valor da solugéo 6tima

s (P3) Computar o valor da solugao 6tima da forma
botton-up

s (P4) Construir um solugao 6tima a partir dos valores
computados

@ o 0 o 0
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Maior Subsequéncia Comum - LCS

Uma subseqliéncia de uma sequiéncia de simbolos X é
uma sequéncia X’ com zero ou mais simbolos de X
removidos. Exemplo: Z = {B,C, D, B} é uma
subsequénciade X = {A,B,C,B,D, A, B}

Problema da Maior Subsequténcia Comum : Dadas X[1..m]
e Y[1..n] encontrar uma Z tal que Z € subseqiéncia de X e
de Y e tem comprimento (nimero de simbolos) maximo.

X ={A,B,C,B,D, A B}

Y{B,D,C, A, B,A}

LCS(X,Y)={B,C, B, A}
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Algoritmo Forca Bruta

Teste todas as subsequiéncias de X para ver se ela é
também uma subseqiiéncia de Y.

Analise
» Cada sequéncia gasta tempo O(n) para ser verificada:
encontre o primeiro simbolo da subsequiéncia de X em

Y. A partir deste ponto encontre o segundo simbolo, e
assim por diante...

® Ha 2™ subseqUéncias de X para serem verificadas
» Tempo total : ©(n2™) - Exponecial
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Substrutura Otima

Teorema: Seja Z = (z1, za, .., zx) Uma LCS de X = (z1.x) € Y = (y1..yn).
1. Sexpy =ypentdozy, =y, =xm € Zx_1 € umalCSde X,, 1 eV, 1
2. Se x,, # y, entdo z # x,, implica que Z, é umaLCSde z,,, 1 e Y,
3. Se z,, # y, entao z; # vy, implica que Z, éumaLCSde z,, e Y,

Prova:

(1) Caso zy, # ,,, poderiamos concatenar z,,, a Z e teriamos uma
subseqiiéncia comum maior que |Z|, uma contradi¢éo, pois Z é uma LCS.

O prefixo Z,_1 claramente é um subseqiénciade X,,_; e Y,,_; de
comprimento k£ — 1. Suponha que haja W uma subseqiiéncia comum de
Xm—1€Y,_1 de comprimento > k — 1, entdo Wz, tem comprimento
maior que |Z|, uma contradi¢ao.
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Substrutura Otima

Prova: Continuacao ...

(2) Caso zj # z,, entado Z;, é claramente uma
subsequUéncia comum de X,,_1 € Y. Se houvesse uma
subsequéncia W comum de X,,_; € Y maior que Z;, esta
subseqUéncia também seria uma subseqliéncia comum de
X, €Y, e maior que Z;, a LCS de X e Y, uma contradi¢ao.
(3) Similar ao caso (2)

O teorema mostra que uma LCS de duas seqliéncia
contém dentro dela uma LCS dos prefixos das sequéncias.

A propriedade da Substrutura Otima.
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Substrutura Otima

Simplificagéo

# Olhe para a maior subseqtiéncia comum a X ey

» Estenda o algoritmo para que ele encontre a maior
subseqUéncia

Dada X = (z;..z),), 0 i-ésimo prefixo de X, denotado por
X;, € X; = (x1x9..25) parai =0,..,m

Considere prefixos de X e Y.

® Cli,j] = [LCS(Xi, Yj)|

® Clm,n]=|LCS(X,Y)]
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Solucao Recursiva

Como podemos calcular C[m, n]?

0 sei,j=0
ci,jl=<cli—1,7—-1+1 sei,j>0ex =y

max{c[i,j — 1],c[i — 1, 7]} sei,j>0ewx; #y;
» Podemos escrever um algoritmo recursivo para o

problema

» Este algoritmo é ineficiente pela quantidade de
subproblemas (Exponencial)

» Ha varios subproblemas repetidos
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Solucao Recursiva

Exemploparam=3en=4

@ \
s

Podemos notar que ha sobreposicao de subproblemas
Podem ser armazenados em uma tabela para nao ser
preciso recalcular
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Solucao Recursiva

Sobreposicao de subproblemas

» Uma solucéo recursiva contém uma pequena
quantidade de subproblemas repetidos muitas vezes

# No caso o numero de subproblemas LCS distintos para
duas sequéncias de tamanho m e n € apenas mn

# Construindo a solugéao de forma botton-up podemos
calcular os valores e armazena-los e uma matriz.
Célculos subsequentes sao evitados usando os valores
ja previamente calculados.
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Computando o tamanho da LCS

LCS_Length(X,m,Y,n)

1: fori=1tom do

20 ¢[5,00=0
3: for j =0tondo
4 c0,5]=0
5: fori=1tom do
6: forj=1tondo
7: if z; = z; then
8: cli,jl=cli—1,7 — 1]+
9 bli,j)=""\"
10: else
11: if c[i —
12: cli, 3] = cli — 1, 4]
13: bli,j]="1"
14: else
15: jl= c[z j—1]

16:

[i,
bli,

il =

1,7] > c[i,j — 1] then

R

1
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Computando o tamanho da LCS

Linhas 1-4

yi | O 0
B|O
D O
C|O
A|lO
B|O
AlO
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Computando o tamanho da LCS

Linhas 5-16 -7 =3

Computando o tamanho da LCS

Linhas 5-16-i =1

212|2

1

1

2121212)|2

1
1
1

A/ B/C/B/DA|B

T

0/0/{0|0|O0O|0]|0]|O

Yi

B|{0O|O
D|{0|O
cCio0|o0

1

A/ B/C/B/DA|B

T

0/0/0|0|O0O|0]|O0]|O

Yi

B|{0O|O
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Computando o tamanho da LCS

Computando o tamanho da LCS

=4

Linhas 5-16 -

Linhas 5-16 -7 = 2
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1
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2122]2)|2
2223|383
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]
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Computando o tamanho da LCS

Linhas 5-16 -7 =5

z |A|B|C|B|D|A|B
v {01000 |0|0]|0]|O
B{ojOo|1 |1 |1[1]1]1
D{ojOj1|1]1]2]|2]2
cj{ojo|1}j212|22]|2
Alo|1|1112]2|2|3|3
B/0o|1]2]23|3|3]|4
AlO
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Computando o tamanho da LCS

Linhas 5-16-i =6

z|A|B|C|B|D|A|B
v, {01000 |0|0]|0]|O
B{ojoj1 1 /1[1]1]1
Diojojt1j1/12|2]2
ciojo|1|12j2|2|2|2
Al0O|1]|1|2|2]2|3]|3
B/ 0oj1/2]23|3[3|4
Al0|11212|3|3|4]|4
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Construindo uma LCS

Print_LCS(b, X, 1, j)
1. ifi=0o0u j = 0then

2: pare

3:ifbfi,j] =7 \” then

4 Print LCS(b, X,7i—1,5 —1)

5. escreva z;

6: else

7:  ifbo[i,j] =" 1" then

8 Print_ LCS(b, X,i — 1, )
9: else

10: Print LCS(b, X,4,5 — 1)

Chamada Inicial: Print_LCS(b, X, m, n)

Constuindo a LCS

Aula 12 - Programagao Dinamica — p. 13

Linhas 3-8 -7 =6

s

|4 aO|lO|O0O|O| >
[\)[\)_L_L_L_Low

W WNpNDND=O 0

WWNN= =IO T

DN =200

> W> O 0 ms
o|lo|o|lo|o|o|o

Nlwlw N =lo >

AR ONDDND=2OO

Saida A
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Constuindo a LCS

Linhas 3-8 -i =5

> W > 00 msE
o|o|o|lo|o|lo|lo
—|=2|=2|Oo|lOo|O|O|>
NN =222 2o
NN NN = =00
W W= =~olm

W WD =IO 0O

Alwlw/ N —=o >

Al AOINMDN =IO

Saida AB

Constuindo a LCS

Aula 12 - Programagao Dinamica — p. 14

Linhas 3-8 -: =3

&8

| aOlO|O0O|O| >
I’\)I\)_L_L_L_Low
WWNDN=|=O T

DN NN 0

> W >0 0ms
o|lo|o|lo|o|o|o

W WNpNDND =IO 0O

Nlwlw N =lo >

Al ARONDND=2OO

SaidaABC
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Constuindo a LCS

Linhas 3-8 -7 =3

z |A|B|C|B|D A|B
w1 0]0/0]0[0|0|0|O
B{ojO|1|1|1][1|1]1
Diojoft|1|1]2|2]|2
c|iojojt1|2]|212|2]|2
Alol1]{1]2[|2]2|3]3
B/ 0|1/2|2|3|3|3|4
Al0|1]|2]2|3[3|4|4

SaidaABCB
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Complexidade do LCS

Complexidade:

® Length LCS
s Tempo O(mn)
» Espaco ©(mn)
» Print LCS
s Tempo O(m + n)
s Espaco O(1)

Melhorias

# Jogar fora b, podemos calcular em tempo O(1) qual dos
valores foi usado para calcular c[i, j|

# Podemos usar apenas espacgo 6(n) para calcular o
comprimento da LCS
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