Escalonamento de Linha de Montagem

Um fabrica possui 2 linhas de montagem: Escolher

Aula 11 - Programagéo Dinémica caminho que minimiza o tempo de se produzir um carro.
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Método de Programacao Dinamica Escalonamento

# Aplicavel a problemas de otimizacao = = =

# Combina solugdes de subproblemas @\ QX\ \3/\ @\ @\ @\1

® Subproblemas nao sao independentes @D/ %< %< %< %< @

» Método tabular (1) (2)

# Para desenvolver um algoritmos usando Programacao @>\ / / / / / /
Dinédmica devemos @ @ @ @ @ @ }

» Caracterizar a estrutura da solugéo 6étima

» Definir recursivamente o valor da solucao 6tima

o Computar o valor da solugao 6tima da forma
botton-up

o Construir um solugao 6tima a partir dos valores
computados
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Estrutura do caminho mais rapido

» Considere o caminho mais rapido do inicio até a
estagao 51 ;
s Caso j = 1, determine quanto custa chegar até 5 ;
(FéC” el + a171)
s Caso j > 2, ha duas possibilidades
s Passar por S; ;_1 e ir diretamente sem custo para
S
s Passar por S, ;_; e transferir para S; ; pagando o
custo de transferéncia ¢ ;1
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Estrutura do caminho mais rapido

# Suponha que o caminho mais rapido até S; ; passa por
S1j-1
Observacao chave: devemos usar o caminho mais
rapido para chegar até S; ;1. Se houver outro caminho
mais rapido até S; j_; 0 caminho escolhido até S; ; ndo
seria 0 mais rapido.

# Suponha que o caminho mais rapido passa por S j_1
Similarmente devermos escolher o caminho mais
I’élpidO até 5273'_1

» De forma geral: Uma solug&o 6tima que passa por S; ;

contém dentro dela solugbes 6timas para S; ;1 ou
S2.-1

Esta propriedade é chamada Subestrutura Otima
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Como usar substrutura otima

Para construir a solugdo étima devemos também saber
como chegar até S, ;. De forma similar

» Caminho mais rapido do inicio até S, ;. Ha duas
possibilidades:
» Caminho mais rapido ate S, ;_; e ir direto para s ;
» Caminho mais rapido até Sy ;_; e ir para Ss ;
pagando o custo de transferéncia ¢; ;1
Portanto para escolher o caminho mais rapido até S; ; e

Sy ; devemos encontrar o caminho mais rapidp até Sy ;1 e
S9.-1
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Solucao recursiva

Definigbes

® f;[j] == tempo minimo para chegar até S;

® f*:=min{f1[n] + z1, f2[n] + z2} Solugcao

® fill]:=ei+a,

® frll] :=ex+ a2

# Para j > 2temos
s filjl = min{filj — 1 + a1y, fold — 1 + 21 + a1
s folj] :=min{ fo[j — 1] +azy, filj — 1] +t15-1 + az;

® fi[j] := valor da solucdo 6tima para chegar até S; ;

Aula 11 - Programagao Dinamica — p. 8



Solucao recursiva Escalonamento de linha de montagem

Defini¢cdes
# [;[j] :=linha (1 ou 2) cuja estagédo j — 1 é usada no
caminho mais rapido ate s; ;

. (o)) )——(1)

» Assim: S, ;1 precede S1,;j para j > 2 @)/' N\ N N N N N
# [*:=linha (1 ou 2) cuja estagédo n é usada %< %< %< %< @
» Combinando temos a equagéao recursiva @)\ / / i / P /@

&——G6r——)——~)——06) (]

f €1+ a1 sej=1
1, = . . . .
’ min{ fi[j — 1] + a1, fo[j — 1] +t2j-1 +a1;} sej>2

Exemplo

foi— €2 + ag 1 sej=1

27 min{ fo[j — 1] +agj, filj — 1 +t1j-1 +az;} s€j=>2

Computacao do valor de uma solucao Escalonamento de linha de montagem
» Algoritmo recursivo: Gasta tempo exponecial

® r;(j) = referéncia a f;[j] J 1123|456
® ri(n)=re(n)=1 filjl | 9 |18 20|24 | 32 | 35
® r(j)=ro(j)=r1i(j+1)+r(j+1)paraj=1,..n—1 f2lj] [ 1216 22| 25|30 | 37

_ . | =38
Afirmacgao: r;(j) = 2"J
Prova: Por inducédo em j

j |12]3]4|5|6
® f1[1] é referenciada 2" ! vezes gl 121112
» Top-Down n&o é uma boa idéia bijl|112]1]2]2
#® OBS fi[j] depende apenas de fi[j — 1] e de fa[j — 1] T
» Abordagem Botton-up
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Escalonamento de linha de montagem

Solug¢do do Exemplo

() —=Co)y—~(3)—~(4)—~(8)—~(4) |
SO0
O VARV, SN @

8 ()64 ) =061

®
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fastest_way(a,t,e,x,n)

1: fl[l] =e1 +a1,1
2. fo[l] =e2 4+ a2;1
3: fori =1tondo

4 if filj =1 +a1; < folj — 1 +t25-1 +a1,; then
5 filil = fild — 1]+ a1y

6: L] =1

7. else

8: fill]l = feli =1 +t2,-1 + a1

9: ll[_ﬂ =2

10: if fg[j—l}-‘rag’j Sfl[j_l}“l‘tl,j—l“ra&,j then
" f2lil = foli =1+ az,;

12 hj]=2

13:  else

14: folil=Ali -1+ t;-1 +az;
15: hijl=1

16: if f1 [n] +z1 < fg[’n] + z2 then
17 f* = filn] + 2

18 ¥ =1

19: else

20: f*= f2[n] + 2

21: =72
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Construcao da Solucao 6tima

Print_Station(Z, n)
1. ¢ =1"
2: escreva linha i estacao n
3: for j = n downto » do
4: 1 =1lij]
5: escrevalinha i estagéo j — 1

Complexidade:

O tempo total do problema € ©(n)
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Produto de Cadeia de Matrizes

Multiplicacdo de duas Matrizes

Cpxr = Apxq * qur
Tempo : O(pqr)
Problema: Produto de Cadeia de Matrizes
® Computar A= A1 x Ay x...x Ay
® A, édeordemp;_1 x p;

» O Objetivo é: encontrar uma parentizacao que
minimiza o numero total de multiplicacdes

o

Exemplo: Sejam Aipx100, Biooxs € Csx50
((A=* B) = C) = 5000+ 2500 = 7500 operagdes
® (Ax(B=x*C))=2500+ 5000 = 75000 operagdes

o
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Quantas posssibilidades?
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Estrutura de um parentizacao 6tima

Seja Azg = A; * Ai—i—l * ..ok Aj

Numa solugao 6tima exite um &, 1 < k < n tq primerios 0s
produtos A; = .. x A, e A, 1 % .. x A, s&o computados e
depois multiplicados para obter 4; ,

# O Custo da Solucao 6tima é o custo de se obter
Ay sk Ay App1x .o x Ap € Ak x Akt

# Seja m[i, j| o numero de multiplica¢des para se obter
A;._j numa solucdo étima. Assim m[1,n] é o custo de
uma solucao 6tima para o problema

» Podemos definir m[i, j| recursivamente

i j] = 0 sej=i
T minge g {mli, K]+ mlk + 1,5] + pioapeps} i<
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Algoritmo Recursivo

O Algoritmo baseado na defini¢cdo recursica é simples (Exponencial)

Seja V(n) o nimero de chamada recursivas necessdrias para multiplicar
n matrizes

Vin) =Y (V(i)+V(n—i)+1

i=1
n—1
V(in)=2) V(i)+1

=1
Vamos provar que V(n) = 37!
Prova Indugao em n
n=1 V(1)=1=31
n>1Vn) =142 V(i) =142 31
V(n)=1+2.(3""1—1)/2=3""
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Algoritmo Recursivo

Idéia Aproveitar resultados anteriores para evitar repeticoes
de célculos dos m]i, j]

! 2 3 4 5 4
Exemplo: Ag,;, A%, 3, A3 15 ATxa, A3wys ALs
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Matriz_chain_order(p,n)

Saida: Matrizes m e s

1: fori=1ton do
2. mli,j]=0

3: fori=1ton—1do

4: fori=1ton—1[do

5: J=1+1

6: mli, j] = oo

7: fork=itoj—1do

8: q = mli, k] + m[k + 1] + pi—1pgp;
9: if ¢ <mli,j] then

10: mli,j] = q

11: sli,jl =k

Complexidade: O(n?)
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Construcao da Solucao Otima

Multiplica_em_cadeia(A, s, i, j)

1: if i < j then

2: = Multiplica_em_cadeia(A, s, i, s, j])
3: x = Multiplica_em_cadeia(A, s, s[i, j| + 1, j)
4:  devolva Multiplica(x,y)
5: else
6: devolva 4;

Chamada Inicial:
Multiplica_em_cadeia(A4, s, 1, n)
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