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=simo menor elemento

Problema: Encontrar o ;-ésimo menor elemento de

AlL,. .

7

Suponha A[1..n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 € 0 40. menor elemento de:

1 10

22199 (3218 (34(33|11/97(55/66]| A

1 4 10
1112213213334 |55|661|88(97|99| ordenado
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Mediana

Mediana é o | ;! |-ésimo menor ou o [*}!]-ésimo menor
elemento

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

22199328834 |33 |11]97(55|66| A

1112213233134 |55|661|83|97 |99 | ordenado
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Menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do menor
elemento.
MENOR (A, n)

1: menor «— A[l]

2: for 1 —2TOn do

3: if A[k] < menor then

4 menor «— A[k]

5: devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é ©(n).
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Segundo menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do segundo
menor elemento, supondo n > 2.
SEG-MENOR (A, n)

1: menor < min{ A[1], A[2]}

2: segmenor < max{A[l], A[2]}

3: for L —~3TOn do

4: if A[k] < menor then

5 segmenor «— menor

6: menor «— A[k]

7. else

8 if A[k] < segmenor then
9: segmenor «— Alk]

10: devolva segmenor
O consumo de tempo do algoritmo SEG-MENOR é O(n).
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i-esimo menor

Recebe A[l..njeitalquel1 <i<n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[l..n]
SELECT-ORD (A, n, )

ORDENE (A, n)

devolva AJi]

O consumo de tempo do algoritmo SELECT-ORD € ©(nlgn).
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Particione

Rearranja A| p r] demodoquep<q¢g<re
Ak —1& | < A [q+1..7]
RTICIONE A D, T

x — Alr] > z € 0 “pivd”
71— p—1
for j —pTOr—-1do
if A[j] <z then
1—1+1
Ali] < A[j]
Ali+1] « Alr]
devolvai+1

p r
19933 ]55] 77|11 ] 22886633 44]
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Particione

Rearranja A[p..rJdemodoquep<¢g<re
Alp..q—1 < Alg+1..
E\RTICI(%NE ([A D, T '

x «— Alr] > x é 0 “pive”
1 p—1
for j«—pTOr—1 do
if A[j] <z then

1+— 141

Afi] < Alj]
Ali+1] < Alr]
devolva i + 1

p q r
1112233334455 8866|7799
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Particione

Rearranja A[p..r]demodoquep<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]
PARTICIONE (A, p,r)
x — Alr] > z € 0 “pive”
17— p—1
for j—pTOr—-1do
if A[j] <z then
1+— 14+ 1
Ali] < Alj]
Ali+1] « Alr]
devolva i + 1

O algoritmo PARTICIONE consome tempo O(n).

Algoritmo Secect
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Recebe Ap..rjeitalque 1 <i <r—p+1
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[p. . 7]
Select (A, p,r,1i)
1. if p=rthen
2: devolva A[p)
3: ¢ — PARTICIONE (p, )
4: k+—q—p+1
5: if k£ =ithen
6: devolva Alg]
7: if k> ithen
8: devolva Select (A4,p,q —1,1)
9: else
0

10: devolva Select (A,q+ 1,7,i — k)
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Algoritmo Secect

Select (A, p,r,1)
if p =r then
devolva A[p]
¢ — PARTICIONE (4, p, r)
k—qg—p+1
if & =ithen
devolva A[q]
if & > ithen
devolva Select (A4,p,q —1,1)
else
devolva Select (A,q+1,r,i— k)
p q r
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Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p + 1

linha consumo de todas as execucodes da linha

1-2  =20(1)

3 =0(n)
4-7 =401

8 =T(k—-1)
10 =T(n—k)

T(n) =0OMm+6)+max{T(k—1),T(n—Fk)}

=0(n) +max{T(k—1),T(n—k)}
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Consumo de tempo

T(n) pertence a mesma classe © que:
T'1) =1
T'(n)=T(n—1)+n paran=2,3,...

Solugéo assintotica: 7 (n) é O(n?)

Solucao exata:

2
T'(n) = % +

o3
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Algumas conclusoes

No melhor caso o tempo do algoritmo Select é O(n).

No pior caso o tempo do algoritmo Select é ©(n?).

Consumo médio?
E[T(n)] = 7?77
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Exemplos

Numero médio de comparacgdes sobre todas as

permutacbes de Alp..

algoritmo sempre escolhe o lado maior):

r] (supondo que nas linhas 8 e 10 0

Alp..r] comps Alp..r] comps
1,2 140 1,23 2+1
21 140 2,1,3 2+1

média 2/2 1,32 240

3,1,2 240
2,3,1 2+1
3,2,1 241
média 16/6
Mais exemplos
comps Alp..r] comps
1,2,3,4 343 1,3,4,2 3+1
2,1,3,4 3+3 3,1,4,2 3+1
1,3,2,4 342 1,4,3,2 3+1
3,1,2,4 342 41,32 3+1
2,3,1,4 3+3 3,4,1,2 3+1
3,2,1,4 3+3 4,3,1,2 3+1

1,243 3+1 2,3,4,1 3+3

2,1,4,3 3+1 3,24,1 3+3

1,4,2,3 3+1 2,4,3,1 3+2

41,2,3 3+1 4231 3+2

2,413 3+1 3,4,2,1 3+3

4,21,3 3+1 43,2,1 3+3

meéedia  116/24
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Ainda exemplos

No caso r —p + 1 = 5, a média é 864/120.

n E[T(n)] =

1 0 0
2 2/2 1
3 16/6 2.7
4 116/24 48
5 864/120 7.2
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Numero de comparacoes

O consumo de tempo assintético é proporcional a
C(n) = numero de comparagdes entre elementos de A
quandon=r—p+1

linha consumo de todas as execucodes da linha

1-2 =0

3 =n-—1
4-7 =0

8 =C(k—-1)
10 =C(n—k)

total < max{C(k—-1),C(n—Fk)}+n—1
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Numero de comparacoes

No pior caso C(n) pertence a mesma classe O que:

C'(1)=0
C'n)=C"(n—1)+n—1 paran =3,4,...

Solugéo assintética: C’(n) é O(n?)

Solucao exata:
2
) = =
C'(n) = SBER
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Particione Probabilistico

Rearranja A[p..r]demodoquep <g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]
PARTICIONE-PROB(A, p, )

i — RANDOM (p, r)

Ali] < Alr]

devolva PARTICIONE (A, p, )

O algoritmo PARTICIONE-PROB consome tempo O(n).
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SELECT—PROBABILiSTICO

Recebe Alp..rjeitalque 1 <i <r—p+1
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[p. . 7]
SelectProb(A, p,r, )
if p =r then
devolva Ap|
q +— PARTICIONE-PROB (A, p, )
ke—qg—p+1
if & =then
devolva A[q]
if ©>ithen
devolva SelectProb (A4,p,q —1,i)
else
devolva SelectProb (A, ¢+ 1,r,i — k)
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Consumo de tempo

O consumo de tempo é proporcional a
T(n) = numero de comparagdes entre elementos de A
quandon=7r—p+1

linha consumo de todas as execucodes da linha

1-2 =0

3 =n—1
4-7 =0

8 =T(k—-1)
10 =T(n—k)

total <max{T(k—1),T(n—k)}+n—1

Y

T'(n) € uma variavel aleatoria.
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Consumo de tempo

T(1) =0
n—1

T(n) <Y XpT(h)+n—1 paran=2,3,...
h=1

onde

X — 1 semax{k—1,n—k}=nh
"~ 0 caso contrario
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PI”{Xh — 1} — E[Xh]

X, = 1 semax{k—1,n—k}=nh
"~ ) 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Pl”{Xh = 1} = E[Xh]

P 1 semax{k—1,n—k}=nh
"~ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X}, valer 1?

Parah=1,..., In/2] — 1, Pr{X, =1} =0 = E[X}].

Parah = [n/2],...,n
1 1 2
Sen éimpare h = |n/2], entdo

PriX, =1} — % —B[X)]

Consumo de tempo esperado

Consumo de tempo esperado

E[T(n)] pertence a mesma classe O que:

S(1) =0

2n71

<z - =2.3,...
S(n) < nhZ_;S(h)Jrn 1 paran =23,

onde a = |n/2].

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S(n) 0.0 1.0 2.7 48 7.4 100 13.1 158 194 22.1

4n |4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Vamos verificar que S(n) < 4n paran =1,2,3,4,...

E[T(1)] =0
n—1

E[T(n)] <Y E[X,T(h)]+n—1
h=1

< nz_: E[X, E[T(h)] +n—1 (CLRS 9.2-2)

y
_—Z J+n—1 paran=23,...
n

onde a = |n/2].

Solugéo: E[T'(n)] = O(n).

Recorréncia

Prova: Sen=1,entdo S(n) =0<4=4-1=4n. Sen > 2,

((n=Dn—([n/2] = D[n/2]) +n -1




Recorréncia

4 5 n’
Sn)<—=(n"—n——+n/2)+n-1

n 4

4 302 n

= —(— — = —1

n<4 2)+n

4 n 3n

=—(=(— -1 —1

(G -1)+n

=3n—-24+n—-—1=4n—3 < 4n.

Conclusao
O consumo de tempo esperado do algoritmo SelectProb é
O(n).
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Exercicios

Exercicio [CLRS 9.1-1] [muito bom!]
Mostre que o segundo menor elemento de um vetor A[1..n] pode ser encontrado com nao
mais que n + [lgn] — 2 comparagdes.

Exercicio
Prove que o algoritmo Select Probabilistico (= Randomized Select) funciona corretamente.

Exercicio [CLRS 9.2-3]
Escreva uma verséo iterativa do algoritmo Select Probabilistico (= Randomized Select).
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