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Ordenacao

A[l...n] é crescente se A[1] < --- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1...n| de modo que ele
fique crescente.

Entra:

33155 (33443322 |11(99|22|55|77
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Ordenacao

A[l...n] é crescente se A[l] < --- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1...n| de modo que ele
fique crescente.

Entra:

3315533443322 1199225577

Sai:

11122122133 |33[33[44 (5555|7799
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Representar arvores em vetores

1 nivel
1 | 0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Pais e filhos

A[l...m] é um vetor representando uma arvore.
Diremos que para qualquer indice ou né 7,

® |[i/2] é o paide i;
® 2 é o filho esquerdo de i;
® 2+ 1 é o filho direito.

O né 1 ndo tem pai e é chamado de raiz.

Um né i s6 tem filho esquerdo se 2i < m.

Um né i s6 tem filho direito se 2i +1 < m.

Um né i € um folha se néo tem filhos, ou seja 2i > m.
Todo nd i € raiz da subarvore formada por

Ali, 26,2 + 1,40, 4i + 1,40 + 2,4 + 3,80, ...,8i +7,...]
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Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2? nos
€ esses sao

PP 41,20 42, ... 2Pt 1,
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Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2”7 nos
€ esses sao

o0 oP 41,20 49 ... 2Pl 1,

O né i pertence ao nivel ?777.
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Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2? nos
€ esses sao

PP 41,20 42, ... 2Pt 1,

O né i pertence ao nivel |lgi].
Prova Se p é o nivel do n6 i, entao

2 < i o< 2wt =
lg2? < lgi < lg2rtt =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].
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Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2”7 nos
€ esses sao

o0 oP 41,20 49 ... 2Tl 1,

O né i pertence ao nivel |lgi].
Prova Se p é o nivel do né i, entao

< i< ot =
lg2? < lgi < lg2rtt =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].
Portanto o numero total de niveis & ?77?.

Aula 06 - Heapsort - p. 5

Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2? nos
€ esses sao

PP 41,20 42, ... 2Pt 1,

O né i pertence ao nivel |lgi].
Prova Se p é o nivel do n6 i, entao

2 < i< 2t o
lg2P < lgi < lg2rtt =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].
Portanto, o nimero total de niveis € 1 + |lgm].
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Altura

A altura de um n6 i € o maior comprimento de um caminho
de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né i é o maior
comprimento de uma seqiiéncia da forma

{filho(3), filho(filho(3)), filho(filho(filho(7))), ...}
onde filho(7) vale 2i ou 2i + 1.

Os nés que tém altura zero séao as folhas.
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Altura

A altura de um n6 i € o maior comprimento de um caminho
de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né : € o maior
comprimento de uma seqléncia da forma

{filho(1), filho(filho(1)), filho(filho(filho(7))), ...}
onde filho(7) vale 2i ou 2i + 1.

Os nés que tém altura zero sao as folhas.

A alturadeumnd : é ??7?7.
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Exercicio 12.A

A altura de um né : € o comprimento da seqliéncia

onde 2i < m < 20+ ;. Assim,

{2i,224,2%4,. ..

ININ TN

m

m/i
lg(m/i)

< 2h+1i
< 1g 2h+1
< h+1

Portanto, a altura de i é |1g(m/q)].

;2" i}

=
=

Exercicio 12.B
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Mostre que A[l ...m] tem no maximo [m/2"*+1] ndés com
altura h.

Exemplo: N, = numero de nés a altura h

m | lm/20 ] No T2 | [mp2 ] N g2t
16 8 8 8 4 4 4
17 8 9 9 4 4 5
18 9 9 9 4 5 5
19 9 10 10 4 5 5
20 10 10 10 5 5 5
21 10 11 11 5 5 6
22 11 11 11 5 6 6
23 11 12 12 5 6 6
24 12 12 12 6 6 6
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Resumao

Considere uma arvore representada em um vetor A[1...m].

filho esquerdo de i:
filno direito de i:
pai de i:

nivel da raiz:
nivel de i:

altura da raiz:

altura da arvore:

altura de i:

altura de uma folha:
total de nds de altura h

24
27+ 1
[i/2]

0
lgi]

[lgm]
[lgm]
[lg(m/i)]
0

< [m/2"+1] (Exercicio 12.B)

Heap
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Um vetor A[1...m] é um heap se

Alli/2]] = Ali]

paratodoi:=23,...,m.

De uma forma mais geral, A[j...m] € um heap se

Alli/2]] = Afi]

para todo i = 25,25 + 1,47, ..

47 +3,87,..

L8 T,

Neste caso também diremos que a subarvore com raiz j é

um heap.
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Heap

1 nivel
5 1 0
2 3
46 17 e 1
4 ) 6 7
34 41 15 1412
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
51146 |17 |34 |41 |15(14 |23 (30|21 (10|12
Manipulacao de heap
1 nivel
13 0
2 3
46 i I— 1
4 5 6 7
34 41 15 141 -2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 120 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 46 (1734 |41 [15|14 (23 [ 30|21 |10 | 12
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Manipulacao de heap

1 nivel
T 0
2 3
13 4 1
4 ) 6 7
34 41 15 141---2
8 9 10 11 12
23 30 21 10 120 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 |13 |17 34 |41 | 15|14 |23 | 30|21 |10 |12
Manipulacao de heap
1 nivel
46| 0
2 3
41 [l — 1
4 ) 6 7
34 13 15 142
8 9 10 11 12
23 30 21 10 120 3

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

46 (41 |17 34|13 | 15|14 |23 [30(21 |10 |12
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Manipulacao de heap Manipulacao de heap

1 nivel

Recebe A[1...m] e i > 1 tais que subarvores com raiz 2i e
461 0 2i + 1 sdo heaps e rearranja A de modo que subarvore com
raiz i seja heap.

Heapify (A, m, 1)

41 17 re=21

cd=2i+1
 if e <me Ale] > Ali] then
: maior = e

34 21 15 141--2

: else

]
2
3
4
5
8 9 10 11 12 6: maior — i
7
8
9
0
1

23 30 13 10 120 3

if d <m e Ald] > Almaior] then
: mator =d
. if maior # i then
10:
1

12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 (41 |17 34 (21 |15|14 |23 [30[13 |10 |12

Ali] < A[maior]
Heapify(A, m, maior)
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Manipulacao de heap Correcao do Heapify

1 nivel

I 0 ® Caso 1- Ali] > max(A[2i], A[2i + 1]).
A subarvore i ja possui propriedade heap
» Caso 2 - A[i] < max(A[2i], A[2i + 1])
,,,,,,,,,,, 1 Suponha SPG A[2i] > A[2i + 1].
Trocando os valores de A[i] com A[2i], 0 nd i satisfaz a
propriedade A[i] < A[2:] e A[i] < A[2i + 1]. A subarvore
34 21 15 14|92 com raiz 2i + 1 nao foi alterada e, por hipbtese, satisfaz

a propriedade heap. Porém o procedimento precisa ser
chamado para o né 2:

41 17

8 9 10 11 12

23 30 13 10 12

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (41 |17 34|21 | 15|14 |23 [30(13 |10 |12
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Consumo de tempo Consumo de tempo

h = alturade i = |lg %] h = alturade i = |lg %]
T'(h) := consumo de tempo no pior caso T'(h) := consumo de tempo no pior caso
linha todas as execucdes da linha Recorréncia associada:
1-3 = 30(1) T(h) <T(h—1)+06(1),
4-5 = 20(1) . )
6 o(1) pois altura de maior é h — 1.
7 O(1) Solugao assintética: T'(n) é ?77.
8 = 0
9 = 01
10 < T(h—-1)
total < T(h—1)+0(5)+0(2)
Consumo de tempo Consumo de tempo
h = alturade i = |lg %] h = alturade i = |lg %]
T'(h) := consumo de tempo no pior caso T'(h) := consumo de tempo no pior caso
Recorréncia associada: Recorréncia associada:
T(h) <T(h—1)+06(1), T(h) <T(h—1)+06(1),
pois altura de maior é h — 1. pois altura de maior é h — 1.

Solugdo assintética: T'(n) é O(h).

Como h < lgm, podemos dizer que:
O consumo de tempo do algoritmo Heapify € O(lgm) (ou melho
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Construcao de um Heap

1 nivel
4] 0
2 3
13 340 1
4 ) 6 7
17 15 10 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |17 |15 1046 |23 [12|41(30 |21
Construcao de um Heap
1 nivel
4| 0
2 3
13 34| 1
4 5 6 7
17 15 10 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |17 |15 | 1046 |23 [12|41|30 | 21
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Construcao de um Heap

1 nivel
2 0
2 3
13 340 1
4 ) 6 7
17 15 21 46 | ---2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |17 |15 |21 |46 |23 [ 124130 | 10
Construcao de um Heap
1 nivel
4| 0
2 3
13 34| 1
4 ) 6 7
17 15 21 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |17 |15 |21 |46 |23 [ 12|41 |30 | 10
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Construcao de um Heap

1 nivel
4] 0
2 3
13 R/ 1
4 ) 6 7
17 41 21 46 | ---2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |17 |41 |21 |46 |23 [12(15 |30 | 10
Construcao de um Heap
1 nivel
4| 0
2 3
13 340 1
4 5 6 7
17 41 21 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10| 3

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

14 |13 |34 |17 |41 | 2146 |23 | 121530 | 10
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Construcao de um Heap

1 nivel
4] 0
2 3
13 R/ 1
4 ) 6 7
23 41 21 46 | ---2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |34 |23 |41 |21 |46 |17 [12(15 |30 | 10
Construcao de um Heap
1 nivel
4| 0
2 3
13 R — 1
4 ) 6 7
23 41 21 46 | ---2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

14113 (34 23 |41 [ 21|46 |17 [ 12|15

30 |10
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Construcao de um Heap

Construcao de um Heap
1 nivel 1 nivel
2 0 2 0
2 3 2 3
13 46 1 41 157 I— 1
4 ) 6 7 4 ) 6 7
23 41 21 3412 23 13 21 3412
8 9 10 11 12 8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| 3 17 12 15 30 10| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 |46 |23 |41 (21|34 |17 121530 |10 14 141 |46 |23 |13 (21|34 |17 12|15 |30 |10
Construcao de um Heap Construcao de um Heap
1 nivel 1 nivel
4| 0 4| 0
2 3 2 3
13 71— 1 41 21— 1
4 5 6 7 4 ) 6 7
23 41 21 3412 23 30 21 3412
8 9 10 11 12 8 9 10 11 12
17 12 15 30 100 3 17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 |13 |46 |23 |41 (21|34 |17 121530 |10 14 141 {46 {23 {30 21|34 |17 12|15 |13 |10
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Construcao de um Heap

1 nivel
14| 0
2 3
41 715 I— 1
4 ) 6 7
23 30 21 3412
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (41 |46 |23 130 |21 |34 {17 [ 12|15 |13 |10
Construcao de um Heap
1 nivel
46| 0
2 3
41 14 1
4 5 6 7
23 30 21 3412
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 141 {14 (23 |30 | 21|34 (17 |12]|15(13 [ 10
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Construcao de um Heap

1 nivel
46 | 0
2 3
41 340 1
4 ) 6 7
23 30 21 1412
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 141 (34 (23 (30 | 21|14 {17 |12]|15|13 [ 10
Construcao de um Heap
1 nivel
46| 0
2 3
41 34| 1
4 ) 6 7
23 30 21 141 -2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 14134 (23 |30 | 21|14 (17 |12]|15(13 | 10
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Construcao de um Heap

Recebe um vetor A[1...n| e rearranja A para que seja
heap.
BuildHeap (A, n)

1: fori=|n/2] até 1 do
2:  Heapify(A4,n,q)
Relacao invariante:
(i0) no inicio de cada iteracao, i + 1,...,n sao raizes de
heaps.

T'(n) := consumo de tempo no pior caso
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Construcao de um Heap

Recebe um vetor A[1...n] e rearranja A para que seja
heap.
BuildHeap (A, n)

1: fori=|n/2| até 1 do
2:  Heapify(A,n,1)
Relagéo invariante:
(i0) no inicio de cada iteragé@o, i + 1,...,n séo raizes de
heaps.
T'(n) := consumo de tempo no pior caso
Analise grosseira: T'(n) € 5 O(Ign) = O(nlgn).

Andlise mais cuidadosa: T'(n) € ?777.

Aula 06 - Heapsort - p. 37

T(n)eé O(n)

Prova O consumo de Heapify(A,n,i) € proporcional a
h = |lg%]. Logo,

Ugn|
n
) = > (Igi5])h
h=1
llgn] n
< 22—hh (Exercicio 12.C)
h=1
1 2 3 llgn)
= ”(W?U—s*'“*gm)
1/2
RETEVER
= 2n.

T(n) é O(n)
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Prova O consumo de tempo de Heapify(A4,n,i) é a
O(n) = O([1z2]). Logo,

llgn]

i) = Y (Igm7]) o)

h=0
llgn] L

= O(n> Q—h) (Exercicio 12.C)
h=0

= h
h=0

1/2
- m)
= 0(2n)=0(n)
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo Heapify € O(n).
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Heap sort
1 nivel
46 | 0
2 3
41 34| 1
4 ) 6 7
23 30 21 141 -2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 100 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (41 (34 (23 (30 (21|14 |17 |12]15|13 |10
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Heap sort
1 nivel
10| 0
2 3
41 34| 1
4 5 6 7
23 30 21 14|92
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
10 |41 134(23 (30|21 (14 |17 |12]15 |13 |46
Heap sort
1 nivel
41| 0
2 3
10 34| 1
4 ) 6 7
23 30 21 1412
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
41110 (34 (23 |30 | 21|14 {17 |12]|15|13 |46
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Heap sort

1 nivel
O 0
2 3
30 7] [— 1
4 5 6 7
23 10 21 1412
8 9 10 11 12
17 12 15 13 T 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
41130 |34 12310 |21 |14 |17 12|15 |13 |46
Heap sort
1 nivel
A1 0
2 3
30 34| 1
4 ) 6 7
23 15 21 149
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
41130 (34 (23 |15 (21|14 {17 |12]|10|13 |46
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Heap sort
1 nivel
41 0
2 3
30 34| 1
4 5 6 7
23 15 21 1412
8 9 10 11 12
17 12 10 13 T 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
41|30 |34 (23 |15 |21 |14 |17 {12|10|13 |46
Heap sort
1 nivel
13 0
2 3
30 34| 1
4 ) 6 7
23 15 21 14]--2
8 9 10 11 12
17 12 10 41 460 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
13 (30 |34 |23 |15 |21 |14 |17 | 12|10 |41 | 46
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Heap sort

1 nivel
13 0
2 3
30 34| 1
4 5 6 7
23 15 21 149
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
1330 |34 23 [15 21|14 (171210 |41 |46
Heap sort
1 nivel
34| 0
2 3
30 13| e 1
4 5 6 7
23 15 21 142
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
34130 [13 |23 |15 [ 21|14 |17 | 12{10 |41 | 46
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Heap sort
1 nivel
34| 0
2 3
30 21 - 1
4 5 6 7
23 15 13 1412
8 9 10 11 12
17 12 10 41 T 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
34130 |21 (23|15 [13]14 |17 | 12|10 |41 | 46
Heap sort
1 nivel
34| 0
2 3
30 21 - 1
4 ) 6 7
23 15 13 1412
8 9 10 11 12
17 12 10 41 460 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
34130 (21 (23 |15 13|14 (17 |12]|10|41 |46
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Heap sort

1 nivel
10| 0
2 3
30 21 1
4 5 6 7
23 15 13 14|92
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3
1 2 3 4 56 7 8 910 11 12
10130 |21 |23 |15 (13|14 |17 | 12|34 |41 |46
Heap sort
1 nivel
10| 0
2 3
30 1 [— 1
4 5 6 7
23 15 13 142
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3
1 2 3 4 56 7 8 910 11 12
10130 |21 |23 |15 [13[14 |17 | 12|34 |41 | 46
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Heap sort
1 nivel
30| 0
2 3
10 21 - 1
4 5 6 7
23 15 13 1412
8 9 10 11 12
17 12 34 41 T 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
30 [10 |21 (23|15 [13]14 |17 12|34 |41 |46
Heap sort
1 nivel
30| 0
2 3
23 21 - 1
4 ) 6 7
10 15 13 141]--2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 460 3
12 3 4 5 6 7 8 910 11 12
30(23 (21 |10 |15 13|14 |17 |12|34 |41 |46
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Heap sort

1 nivel
30| 0
2 3
23 21 1
4 5 6 7
17 15 13 14|92
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
30(23 (21 |17 15|13 [14 |10 | 12|34 |41 |46
Heap sort
1 nivel
30| 0
2 3
23 21 1
4 ) 6 7
17 15 13 1412
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
30(23 |21 (17|15 |13 (14 |10 | 12|34 |41 |46
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Heap sort
1 nivel
12 0
2 3
23 21 1
4 5 6 7
17 15 13 14|92
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| 3

12 3 4 5 6 7 8 910 11 12

1223 |21 |17 |15 [ 13|14 |10 | 30|34 |41 |46
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Heap sort

Algoritmo rearranja A[1...n| em ordem crescente.
Heapsort(A,n)

: BuildHeap(A,n) > pré-processamento
m=n

2
3: for: =n até 2 do
4
5

—_

A[1] « Ali]
o m=m-—1
6: Heapify(A4,m,1)
Relacdes invariantes: Na linha 3 vale que:
(i0) A[m...n] é crescente;
(i1) A[l...m] < Alm + 1];
(i2) A[l...m]é um heap.

Aula 06 - Heapsort - p. 59



Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha

1 ©(n)
2 = 0
3 = 0O(n)
4 = 0O(n)
5 = 06(n)
6 = nO(lgn)
total = nO(lgn)+O(4n+1) = O(nlgn)

O consumo de tempo do algoritmo Heapsort é O(nlgn).
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Fila de prioridades

» Estrutura de dados relacionada com um conjunto S de
elementos, cada um deles associado a uma chave

» Uma fila de prioridades suporta as seguintes operacoes

s Insere(S,z,n): insere o elemento . em S

» Maximo(S,n): devolve o elemento de S com a maior
chave

» Extrai_max(S,n): remove e devolve o elemento de S
com a maior chave

Implementacédo com heap

Aula 06 - Heapsort - p. 61

Fila de prioridades

Extrai_max(A,n)

if n < 1then
“Erro”

else
r = A[l]
All] = Aln]
n=n-—1
Heapipy(A, 1, n)
devolva z

Complexidade: O(lgn)

Aula 06 - Heapsort - p. 62
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