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Busca em um vetor ordenado

Entrada: Um vetor ordenado crescentemente e um inteiro
Saida: O indice do nUmero encontrado ou -1

<a07a17a27"'7an*1>; k B ]
3,6,8,9,12,19,21; 9  —
3,6,8,9,12,19,21;11  — —1

Algoritmo Busca Linear - Tempo O(n)
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Busca Binaria

Idéia: Divisao e Conquista
Busca_Binaria(A[l... 7], k)
1: if r < [ then
2 index = —1
3: else
4:  mid=(l+r)/2
5. if k = A[mid] then
6: index = mid
7. else
8 if &k < mid then
9 index = Busca_Binaria(A[l ... mid — 1], k)
0 else
1 index = Busca_Binaria(A[mid +1...r], k)
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Analise do Busca Binaria

<1
T(n) = c sen =<
T(n/2)+c sen>1

T(n)

T(n/2)+c
(T(n/4) +c) +c
((T'(n/8) +¢c)+c)+c

=T(1)+clgn

Portanto 7'(n) = ©(logn)
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Arvore de Decisdo Arvore de Decisdo

» melhoramos o tempo da busca de ©(n) para ©(logn). # 0 pior caso do numero de comparagdes € o maior
Da para fazer melhor? caminho p da raiz até uma folha.
# arvore de decisao # Supondo que a arvore de decisdo tem n nés e cada né
s Para uma entrada de tamanho n, é uma arvore pelo menos 2 filhos.
binaria com nds rotuladosde 0 an — 1 ® n<1+2+44+4.--- 42071 =090 _1

» Araiz é rotulada com o indice da primeira entrada

) A ® 2>n+1=p>logn+1
do vetor que o algoritmo busca binaria compara a k - p = log( )

» Logo, para um dado no 1, o rétulo do filho esquerdo Sera que uma arvore de decisdo pode ter menos que n
é o indice da entrada quando k£ < A[i] (anédlogo ao nés?
filho direito). Se 0 n6 nao tem filho esquerdo(direito)
o algoritmo termina. Lema Existe um né rotulado com i paracadai, 0 <i<n-—1
Arvore de Decisdo - Exemplo Demostracao
Arvore de decis3o para n = 10 Suponha que nao existe um n6 rotulado com algum i. Considere dois

vetores de entrada A1 e A2 tal que

Alfil=ke A2[i| =K >k
para j < 4, Al[j] = A2[j] usando valores menores que k
para j > i, Al[j] = A2[j] usando valores maiores que &’

Visto que nenhum n6 da arvore de decisao esta rotulado com ¢ um

algoritmo nunca compara k£ com Al[i] ou A2[i], mas isto da a mesma
saida para ambas as entradas.
o Tal algoritmo da uma saida errada para para pelo menos uma das

entradas. Conclusao: A arvore tem pelo menos n noés.
Teorema Qualquer algoritmo com um vetor de tamanho n deve fazer ao
menos ©(logn) comparagdes para alguma entrada.

Corolario O algoritmo busca binaria é étimo
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Resolvendo Recorréncias

Recorréncia: Equacao ou inequacao que descreve uma
funcdo em termos de seus proprios valores em entradas
menores.

# As analises do Mergesort e do Busca Binaria
necessitaram da resolugdo de uma recorréncia

# Recorréncias aparencem em analise de tempo de
algoritmos recursivos, mas néo so.

# Recorréncias sdo como demais equagdes matematicas

» Necessitam de alguns truques

o Ha varios método de resolver: lterativo,
Substituicao, Mestre.
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Método substituicao

O método mais geral

# Chute uma equacgao para a solugcao
» \erifique por indugéo
# Resolva para achar as constante

Exemplo
T(n) =4T(n/2) +n
® Supor T(1) =0O(1)
» Chute 6(n?). (prove O e Q2 separadamente)
® Suponha T(k) < ck3 para k <n
® Prove T'(n) <
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Método substituicao

T(n)=4T(n/2) +n
< 4c(n/2)% 4+ n

:§n +n
3 (C3

cn (2n n)
< cn?

Contanto que $n® —n > 0. Por exemplo paran =1e ¢ = 2.
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Método substituicao

» NOs devemos também verificar as condi¢des iniciais,
ou seja a base da inducéao

® T(n)=0O(1) paratodo n < ng, onde ny € uma constante
adequada.

® Paral <n < ngtemos O(1) < cn?, para uma constante
¢ suficientemente grande.

Este limitante superior ndo é justo !
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Método substituicdo Arvore de Recursao

Vamos mostrar que T'(n) = O(n?) » Uma arvore de recursdo modela o tempo de execug¢éo

Suponha que T'(k) < ck?, parak < n recursivo de um algoritmo

# A arvore de recursao € uma forma de produzir um
h . L
T(n) = 4T(n/2) + n chute para o método de substituicdo

) # A arvore de recursao pode nao ser confiavel.
<dc(n/2)*+n

# A arvore de recursdo ajuda na intuicao.
= cn? +n

2

<ecn® Errado !

Nao ha escolha para ¢ que torne a expresséo verdadeira
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Método Substituicao Exemplo da Arvore de Recursao
Um limitante superior mais justo. Resolva T'(n) = T(n/4) + T(n/2) + n?

T(n) = 60(n?)

Idéia: Reduzir a hipbtese de indugao n2

Subtrair um termo de menor grau.
Hipdtese indutiva: T'(k) < c1k? — cok, para k < n / \
T(n)=4T(n/2) +n
< 4(c1(n/2)? — can/2) +n

~
—~
N3
—

= cm2 —2con +n
= c1n? — eon — (cam —n)

< ch — con

Tomando ¢y > 1
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Exemplo da Arvore de Recursao

Resolva T'(n) = T(n/4) + T(n/2) + n?
Tl2

(1) (5)?
hO(lgn)/\ /2\

\ (15)* (8)° (%)° (4)°

0|3

Exemplo da Arvore de Recursiao

Resolva T'(n) = T'(n/4) + T(n/2) + n?

n2 n?
(3)° (3)° 5
\ ()’ & @ (37 "

Exemplo da Arvore de Recursao

Resolva T'(n) = T(n/4) + T(n/2) + n?

n2(1+ & 4 (2)2...) = O(n?)

Método Mestre

O Método Mestre se aplica a recorréncias da forma:

T(n) = aT(n/b) + f(n),

Onde a > 1, b > 1 sdo constantes e f(n) € uma fungéo
assintoticamente positiva.
Ha trés casos comuns: Compare f(n) com n!°s @

O(n'°8» =€) para algum ¢ > 0

resce menos que n'°% ® (por um fator n¢)
( log,, a,)

® se f(n)
s f(n)
T(n)

(@]

e

) = O(n'°%21g* 1), para algum k > 0
) e nl°& ¢ crescem assintoticamente iguais
» (n) ( IOgbalgk+1 )

se f(n
N

CDII

fln




Método Mestre

Ha& trés casos comuns: Compare f(n) com n!°8 ¢

® se f(n) = Q(n'°%2%€) para algum ¢ > 0
s f(n) cresce polinomialmente mais rapida que n'°% ¢
(por um fator nc)
s se f satisfaz a condicao de regularidade que
af(n/b) < cf(n)
s entdo T'(n) = ©(f(n))
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Método Mestre - Exemplos

T(n)=4T(n/2) +n
a=4,b=2=n%2=n2 f(n)=n
Caso 1 f(n) = O(n®> =€) parae=1
Solucéo : T'(n) = ©(n?)

T(n) = 4T(n/2) + n?
a=4,b=2=nl%?=n2 f(n)=n?

Caso 2 f(n) = O(n?log’n)i.e k=0
Solucéo : T'(n) = ©(n%logn)
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Método Mestre - Exemplos

T(n) = 4T(n/2) + n?
a=4,b=2=nl%2=n2 f(n)=n?
Caso 3 f(n) = Q(n?**)parac=1e
Cond. Reg. 4(cn/2)? < cn?® parac=1/2
Solugéo : T'(n) = O(n?)

T(n) = 4T(n/2) +n?/logn
a=4,b=2=nl%%=n2 f(n)=n?/logn

Método Master nao se aplica. Para todo ¢ > 0 temos
n¢ = w(logn)

Exercicios - Resolva
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» Usando método iterativo
s T(n)=3T(n/4) +n
» Usando método substituicao
s T(n)=2T(n/2)+n
# Usando método master
e T(n)=9T(n/3)+n
s T(n)=T(2n/3)+1
s T'(n)=3T(n/4) +nlogn
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