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Principio da boa ordenacao

Um conjunto de numeros naturais pode ndao possuir um
elemento maximo.

Todo conjunto S de inteiros positivos ndo vazio contém um
elemento minimo. Ou

VS(S C N = (S#0 S possuielemento minimo))
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Principio da boa ordenacao

Um conjunto de numeros naturais pode ndo possuir um
elemento maximo.

Todo conjunto S de inteiros positivos ndo vazio contém um
elemento minimo. Ou

VS(S C N = (S#0 S possui elemento minimo))

Im(m € SAVz(z € S =m < x))

VS(S C N = (-3Im(m € SAVz(z <m = S =10))))
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Principio da boa ordenacao

Um conjunto de numeros naturais pode nao possuir um
elemento maximo.

Todo conjunto S de inteiros positivos ndo vazio contém um
elemento minimo. Ou

VS(S C N = (S+#0 S possui elemento minimo))

dm(m € SAVx(z € S = m < x))

VS(S C N = (-3m(m e SAVz(zx <m =S =10))))

VS(S C N = (—3Im(m ¢ SAVz(z <m =S5 =N))))
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Principio da boa ordenacao

Um conjunto de numeros naturais pode ndao possuir um
elemento maximo.

Todo conjunto S de inteiros positivos ndo vazio contém um
elemento minimo. Ou

VS(S C N = (S#0 S possuielemento minimo))

Im(m € SAVz(z € S =m < x))

VS(S C N = (-3Im(m e SAVz(x <m =S =0))))
VS(S C N = (-3Im(m ¢ SAVz(x <m =S =N))))

VS(SC N = (Vm(Vz(z<m=zxe€S)=meS)=5=N))
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Inducao Finita Fraca

Quero mostrar que uma propriedade P vale para todo
n > no

Base Devo mostrar que P vale para ng
Hipétese de Inducao Supor que P vale paran — 1

Passo Indutivo Provar que se P vale paran — 1 entdo P
vale também para n

Isto implica que a propriedade P vale para todo n > ng
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Exemplo

Progresséao Aritmética
Sn)=) i=142+3+---+n=

i=1

n(n+1)
2

Base S(1) = 10 — 1
iTeTe n—1(n—1+1
Hipétese S(n — 1) = n=tn-1th)

Passo Indutivo
n n—1
S(n) =Zi= Zi+n=5(n—1)+n
=1 =1

—1l(n—-1+1 -1 —
n (n2 + )+n:n(n2 )+n n(n ;)+2n

S(n) =
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Exemplo

Progressdo Geométrica a # 1

n
Sn)=> a' =1+a+d®+a*+ - +a" =
i=0

et —1

a—1

Base 5(0) = =1 =1
a”—1
a—1

Hipétese S(n — 1) =

Passo Indutivo

n_1 n_1 (g —1

S(n)*a +a":a +a"(a )
1 a—1

S(n):a —1+a" —a® o™t -1
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Inducao Finita Forte

Quero mostrar que uma propriedade P vale para todo
n > no

Base Devo mostrar que P vale para ng

Hipétese de Inducao Supor que P vale para todo &
ng<k<n-—1

Passo de Inducéo Provar que se P vale paratodo k < n
entdo P vale também para n

Isto implica que a propriedade P vale para todo n > ng
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Exemplo

A Sequéncia de Fibonacci é definida pela seguinte féormula:
Fo=0, F =1

F; = Fi 1+ Fi o,

assim produzimos a sequéncia

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
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Exemplo

A Sequéncia de Fibonacci é definida pela seguinte férmula:
Fo=0, Fi=1

Fy=F; 1+ Fi_a,

assim produzimos a sequéncia

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, . ..

Mostrar que podemos calcular F,, para qualquer n € N
Base Fp,=0e 1 =1
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Exemplo

A Sequéncia de Fibonacci é definida pela seguinte formula:
h=0  n=1

Fy=Fi1+ Fi—2,

assim produzimos a sequéncia

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Mostrar que podemos calcular F,, para qualquer n € N
Base Fy=0e I} =1

Hipotese Supomos que F}, pode ser calculado para todo
k < n.

Passo de Inducéo Pela definicdo temos F,, = F,,_1 + Fj,_—»
Como pela hipotese podemos calcular F,_; e F,,_5 entdo
podemos calcular F,.
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Somatorios

® O tempo de execugao do Insertion-Sort € determinado pelos lagos
aninhados
j=2
while j <n do
k= Alj]
i=j—1
while i > 0 E A[{] > k do
Ali + 1] = A[i]
i1=1—1
Ali+1] =k
j=3+1

® Lacos aninhados correspondem a somas

n

> (i —1)=0(n?

Jj=2
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Somatorios

22 2n? +3n +n

Exerc. Provar usando indugcédo. Em geral, temos

d+1

n
d. T
; Td+1

A PG com a < 1 ndo possui crescimento exponecial!

o0
Ealz

c @(nd—i-l)

Outras Somas
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b

Zrie@(rb), 0<r#1

i=a

Z logi € ©(nlogn)
i=1

Z 22 2n+1

ZZQZ _ 27’L+1 + 2
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Somas e Integrais

Aproximagao de somas por integrais

Seja f(k) monotonicamente crescente

n n n+1
/m _lf(w)dwslgnf(k)é /m f(z)da

fn)
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m—1mm+1...  .n— lnn+1

Vamos ver como podemos calcular o valor da série harménica

Hy=143+3+3+ ++
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Aproximacao por integral

Para o limite inferior temos

| /”+1 dx
E - < —
im1 1 1 xr

=In(n+1)
Para o limite superior temos

n
d
21+/ s mn+1
1 X
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Exercicio 1

Calcule Se proveonde S =1.2+23+... +n(n+1).
Resp. 8 =Yk k(k+1) =3 k* + X0 k

S2 = Z{cl:l k= n(n2+1) = %

S1=>k1 K
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Exercicio 1

Calcule Seproveonde S =1.2+23+...+n(n+1).
Resp. S =30 1 k(k+1) =3¢ 1 K*+ 30k

= T ok - 2l at
S1 =3k K2

Idéia: [k2dk = k3/3 + c. Vamos assumir que S; é um
polinbmio da forma

S1=n3/3+an?+bn+c

S b1 k(k+1) = n3/3+an’+bn+c para n=1,2,3 =
1/3+a+b+c=1=a+b+c=2/3
8/3+4a+2b+c=5=4a+2b+c=7/3
27/34+9a+3b+c=14=9a+3b+c=5
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Exercicio 1 Cont.

Resolvendo temosa=1/2,b=1/6 e c¢=0.
— 3 2 — 2n°43n°4
Logo §1 =n°/3 +n*/2 +n/6 = =

3 2 2
stl+S2:2n+?én+n+n;—n

3 2
Provar que S = 230420,
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Exercicio 1 Cont.

Resolvendo temosa=1/2,b=1/6 e c=0.

— 3 2 _ 2n°43n°+
Logo S1 =n°/3 —I—Sn /22 + n/62— S
S:SI+52:2n+2n+n+n;-n
Provar que S — 2+30%42n,
Prova por indugcao em n
Base:n=1 . .
Hipotese: Sp_1 = S pot k(k + 1) = (213017 +201)
Passo: Provarque S, = > p_; k(k+1) =Sy_1+n(n+1)
_ (n=1)°%43(n—1)*4+2(n—1)+3n(n+1)
- 3

_ n®—3n243n—14+3n%—6n+3+2n—2+3n2+3n _ n+4+3n2+42n O
- 3 - 3
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Exercicio 2

Provar que Y";_, O(fi(n)) = O (34—, fr(n)).

Resp.:

Seja gx(n) = O(fr(n)), isto &, Jcg, ng, > 0 tal que

0 <gr(n) <cpfr(n),vn >ng,, paracadak =1,2,...,n.
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Exercicio 2

Provar que Y5, O(fi(n)) = O (X4 fu(n).
Resp.:

Seja gx(n) = O(fr(n)), isto &, Ic, ng, > 0 tal que
0 < gr(n) < cpfr(n),¥Yn >ng,, paracadak =1,2,...,n.

Seja ng
Logo:

0<> gi(n) =Y O(fs(n) <Y cxfiln), ¥n > no,,,
k=1 k=1 k=1

= max{ng, :onde k=...n}

max
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Exercicio 2 Cont.

Seja cpar = max{cy: k=1...n}

n n

chfk(n) < Z Cmaa;fk(n) = Cmax Z fk(n),Vn > N0mas
k=1

k=1 k=1

Logo: 0 < 371, O(fr(n)) < maz 2 _jeq fr(n),¥n > nq,,,,
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Exercicio 2 Cont.

Seja ¢pgr = max{cy : k=1...n}

k=1

Logo: 0 < 375y O(fi(n)) < cmaz 3og—y fr(n),Vn = no,..

Portanto,
de = ez € No = No

022:1 fk(n)uvn Z nO =

> 0(m) (ka )

=1

Z Ckfk < Z Cmaxfk: = Cmazx Z fk(n)y Vn > N0,az
k=1

mee 1AIQUE 0 < D0 O(fi(n)) <

Exercicios
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® Proveque 1+3+5+...+2n—1=n?

+1 +1)(n+2
® Proveque 1 +3+6+ ...+ 2ot — nitl)(nt?)

® Mostre que Y_p_, 1/k* = O(1)
» Prove que 377 Q(f(k)) = Q3.2 f(k))
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