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Notacao O

Sejam T'(n) e f(n) fungdes dos inteiros nos reais.
Dizemos que T'(n) € O(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng tq

T(n) < cf(n)

para todo n > ny.
i.e. para n grande, T'(n) ndo cresce mais rapido que f(n)

A o

0
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Notacao O

Intuitivamente. . .
O(f(n)) = fungdes que ndo crescem mais

rapido que f(n)
~ fungbes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

n? (3/2)n? 999972 n?/1000 etc.
crescem todas com a mesma velocidade, sdo todas O(n?).
® n?+99n é O(n?)

® 3312 é 0O(n?)

® I +28é0(n?

# 0,00001n3 — 200n2 NAO € O(n?)
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Uso da notacao O

Notacdo O: Usada para andlise de pior caso de algoritmos,
Também chamado limite superior.

“T'(n) € O(f(n))” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.
“I'(n) = O(f(n))” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.

“T'(n) € g(n) + O(f(n))” significa que existem constantes
positivas ¢ e ng tais que

T(n) < g(n) +cf(n)

para todo n > ny.
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Notacao ¢

Dizemos que T'(n) € Q(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng t.q.

para todo n > ny.

T(n) > cf(n)

o

Usada para analise de melhor caso ou estabelecer complexidade de

problemas.

Aula 02 Notagao Assintética - p. 5

Notacao ©

Dizemos que T'(n) € ©(f(n)) se

f(n) € O(g(n)) e
f(n) € Qg(n))

no

Limite assintético justo!
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Propriedades

» Transitiva
s [=0O(g)eg=0(h) = f=06(h)
s f=0(g)eg=0(h) = f=0(h)
s f=Q(g)eg=0(h) = f=Q(h)
» Reflexiva
s f=06(f)
s f=(f)
s f=10Q(g)
» Simetria
s [=0(g9) = g=0(f)
s [=0(g9) < g=2/f)

Ordem de Crescimento
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lgn n n? n® 2"
1 2 4 32 4
2 4 16 1024 16
3 8 64 32768 256
4 16 256 1048576 65536
5 32 1024 33554432 4.2E9
6 64 4096 1.0E9 1.8E19
7 128 16384 3.4E10 3.4E38
8 256 65536 1.1E12 1.6E77
9 512 262144 3.5E13 1.3E154

10 1024 1048576 1.1E15 HHH

Onde estanlgn ?
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Ordem de Crescimento Notacoes Assintoticas

Duas outras notacdes assintéticas
» Notagéo o - oh pequeno - T'(n) = o(f(n))

Tempo de | tamanho maximo do problema (n) + Limite superior ndo iusto
Execucéo | 1 segundo | 1 minuto 1 hora P , J
s Paratodo ¢, han,tq. T'(n) < cf(n), paran > ng
400n 2500 | 150000 | 9000000 o 2 = o(n?), mas 202 £ o(n?)
20nlogn 4096 | 166666 | 7826087 ; ’
212 707 | 5477| 42426 # Notagao w - T(n) = w(f(n))
A 31 88 a4 » Limite inferior ndo justo
on 19 o5 31 s Paratodo ¢, hd n, t.q. T(n) < cf(n), paran > ng
s n?/2 =w(n), mas n?/2 # o(n?)
Classificacao de funcoes Notacao assintotica e limite
» O define uma relacao de equivaléncia Podemos usar limites para a taxa de crecimento assintético
® O(f) éuma classe de equivaléncia - Classe de . (n)
complexidade ® im0 517y = ¢ & f(n) = O(g(n))
® O(1) conjunto de fungdes limitadas por uma constante o lim, .o % =0« f(n) =0(g(n))
(Independe do tamanho da entrada n)
» O(n) Linear ® limyoc 25 = 00 & f(n) = Qg(n))
® O(n?) Quadrética
® logn € O(n®), para qualquer a > 0
» nF e O(c"), paraqualquer 0 < ¢ # 1
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Reais x Notacao Assintotica

Reais x Notacao Assintotica

Podemos fazer uma analogia entre notacao assintética e
nameros reais

f(n)=0(g(n)) = a<b
fn)=Q(g(n)) =~ a=b
Sejam f,gfungbes e a,b € R f(n)=0O(g(n)) ~ a=b
f(n)=o(g(n)) =~ a<b
f(n)=Qg(n)) ~ a>b

Podemos fazer uma analogia entre notacao assintética e
nameros reais

Reais x Notacao Assintotica

f(n)=0(g9(n)) ~ a<bd
f(n)=Q(g(n)) ~ a=b

Sejam f,gfungbes e a,b € R f(n)=0O(g(n)) ~ a=1b
f(n) =o(g(n)) =~ a<b
fn)=Q(g(n)) ~ a>b

Considere a fungdes f(n) = n e g(n) = nlsinn

f(n) € 0(g(n))?

f(n) € Q(g(n))?

Exemplos

Podemos fazer uma analogia entre notacao assintética e
nameros reais

f(n)=0(g(n)) ~ a<b
f(n)=Qg(n)) =~ a>b
Sejam f,gfungbese a,b € R f(n)=0(g(n)) ~ a=b
f(n)=o0(g(n)) =~ a<b
f(n)=Q(g(n)) =~ a>b
Considere a fungdes f(n) = n e g(n) = n'sinn

f(n) € O(g(n))?

Considere a funcéao

_Jn senéimpar,
T(n) = {n2 se n é par
T(n) é O(n*)?
T(n) é Q(n?)?
T(n) é ©(n?)?
T(n)é06(n)?




Logaritmos

lgn =logyn

Inn = log,. n

log,, b > 1 € estritamente crescente
log, 1 =0

logyb =1

log, n® = alogyn

logy(nm) = logy n + log, m

plogm _ ,)logn

_ logyn
log.n = Tog, ¢

e o o o o o o 0 0
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Exemplos

Mostrar que log, n = ©(log, n) para qualquer a,b > 1
constante.
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Exemplos

Mostrar que log, n = ©(log, n) para qualquer a,b > 1
constante.
Resp. Devemos mostrar que existem ¢, ¢ 1.q.

i) log, < clogyn

ii) log, > clogyn
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Exemplos

Mostrar que log, n = ©(log, n) para qualquer a,b > 1
constante.
Resp. Devemos mostrar que existem ¢, ¢ t.q.

i) log, < clogyn

ii) log, > logyn

log, n

i) logen < clogyn < loggn < CTosT

log,n _ ¢
& loggn < ‘Toe 5 = Tog.b log, n

Tomando ¢ = log, b temos o resultado desejado.
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Exemplos

Mostrar que log, n = ©(log, n) para qualquer a,b > 1

constante.
Resp. Devemos mostrar que existem ¢, ¢ 1.q.

i) log, < clogyn
ii) log, > clogyn

log, n
log, b
log,n ¢
& loggn < CTog b = Tog.b log, n

Tomando ¢ = log, b temos o resultado desejado.

i) logan < clogyn < loggn < ¢

i) Andlogo ao anterior.

Exemplos
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a) Sejam f(n) = %nQ —3neg(n) =n?
Mostrar que f(n) = ©(g(n)).
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Exemplos

a) Sejam f(n) = in® —3n e g(n) = n?
Mostrar que f(n) = ©(g(n)).
Resp. Encontrar ¢, ¢3 € ng tq

cln2 <

N | —

n? —3n < can

2. n>mn,

Exemplos
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a) Sejam f(n) = in? — 3n e g(n) = n?
Mostrar que f(n) = ©(g(n)).
Resp. Encontrar ¢;, ¢ € ng tq

01n2 <

N | —

n2—3n§ CQ’I’L2, n>ne,
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Exemplos

b) Mostrar que 6n3 # ©(n?).

Exemplos
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b) Mostrar que 6n # ©(n?).
Por contradicao, supor que 3 ¢y, co,ng > 0 tq

01n2 < 6n° < czn2
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Exemplos

b) Mostrar que 6n3 # ©(n?).
Por contradigcao, supor que 3 ¢y, c2,ng > 0 tq

01n2 < 61> < 02n2

c1 <6n < e

Absurdo, pois ¢z > 6n ndo vale para n arbitrariamente

grande!

nO(n) = O(n?)
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“nO(n) = O(n?)” significa “nO(n) C O(n?)”.
Ou seja, se T'(n) é O(n), entdo nT(n) é O(n?).

De fato, se T'(n) € O(n) entdo existem constantes, digamos

10 e 10'%°, tais que
T(n) < 10n

para todo n > 10'%°. Desta forma,
nT(n) < nlln < 10n2

para todo n > 10'%. Logo nT(n) é O(n?).
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nO(n) = O(n?)

“nO(n) = O(n?)" significa “nO(n) C O(n?)".
Ou seja, se T'(n) € O(n), entdo nT(n) é O(n?).

De fato, se T'(n) é O(n) entdo existem constantes positivas

c € ng, tais que
T(n) < cn

para todo n > ng. Desta forma,
nT(n) < nen < en?

para todo n > ng. Logo nT(n) é O(n?).
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Resumo da analise

Etapa para analisar um algoritmo (nesta ordem!)

Correcao
Analise o pior caso

»
.
» Enfoque o termo principal do tempo de execugao
» Melhore a ordem de magnitude

r)

Reduza os fatotes constantes
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Propriedade Transitiva

Se T'(n) = O(f(n)) e f(n) = O(g(n)) entao
T(n) = O(g(n)).
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Propriedade Transitiva

Se T'(n) = O(f(n)) € f(n) = O(g(n)) entao
T'(n) = O(g(n)).
Rascunho da prova: Suponha, por exemplo, que

0<T(n) <11f(n)paratodon >3
0 < f(n) <10g(n) para todo n > 5.
Defina ¢:=11-10 = 110 e ng := 5.
Para todo n > ng, temos T'(n) > 0 e
T(n) < 11f(n) < 11(10g(n)) = 110g(n).

Exemplo: Se f = O(3n? + 4n) entdo f = O(n?),
pois 3n? + 4n = O(n?). Faga caso geral

—p.22
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Regra da Soma Exercicios

Se T'(n) = O(f(n)) entdo T'(n) + f(n) = O(f(n)). # Prove que O(1) = 0(2)
Prova:

Regra da Soma Exercicios

Se T'(n) = O(f(n)) entdo T'(n) + f(n) = O(f(n)). » Prove que O(1) = 0(2)

Prova: Existemc>1engtq0<T(n)<cf(n) paratodo

> ® Qual o menor valort.g. lglgn > 10
n > ng. Entdo q. lglg

0

A IA IA
o
3

para todo n > ny.
Exemplo: Se T'(n) = O(n) entdo T'(n) + 3n? = O(3n?).
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Exercicios

# Prove que O(1) = 0(2)
# Qual o menor valor t.q. Iglgn > 10
# Mostre que nlgn = O(n%/?)

Exercicios
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» Prove que O(1) = 0(2)

# Qual o menor valor t.q. Iglgn > 10
» Mostre que nlgn = O(n%/?)

.

Mostre que lgn = O(n)
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Exercicios

o
X
N
N
¥

Prove que O(1) = O(2)

Qual o menor valor t.q. Iglgn > 10
Mostre que nlgn = O(n®/?)
Mostre que lgn = O(n)

Mostre que 31gn + lglgn = O(lgn)
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